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 𝑍2𝑚  𝑍2𝑚+1

  22𝑚  𝑄𝐴𝑀

±1 2
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±1 ±2

 

±1 ±2

 

𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

  𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)

 

 𝐶 + + 

( )
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𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)
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( )

Bose–

Chaudhuri–Hocquenghem) 

±1 ±2

𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)

2

𝑍𝑚

2  𝑛

2

                                                           
1 G. Khachatrian and H. Morita,  “Construction of optimal ±1  double error correcting linear 

codes over ring  Z5”,  3th International Workshop on Advances in Communications, 

Boppard, Germany, pp. 10-12,  May 2014. 
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𝑍5 𝐶 (12, 8)

 12 4 8

𝑍5

𝐻   ±1

2 

𝐶(12, 8) 𝐻

                     𝐻 = [

1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 1 1
0 1 2 3 4 2 2 2 2 2 1 1
3 2 4 4 2 3 2 4 4 2 1 1
1 1 1 1 1 3 2 4 4 2 0 4

]

±1

 𝐻 

2

ℎ𝑖𝑗 ≠ ±ℎ𝑖𝑚  𝑗 ≠  𝑚

± ℎ𝑖𝑗 ± ℎ𝑖𝑚 ≠ ±ℎ𝑖𝑙 ± ℎ𝑖𝑘 (𝑗,𝑚)  ≠  (𝑙, 𝑘)

{3, 2, 4, 4, 2}

2

1 2 –  3 =  𝟒, 4 −  2 =  𝟐, 4 –  4 =  𝟎, 2 –  4 =

 𝟑, 3 −  2 =  𝟏 0

2 4 0 –  4 =   1 (𝒎𝒐𝒅𝟓)

𝑍5 𝑍5

𝐶(12, 8) 𝐻   ±1

2
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±1 2

(1 +  12 ∗ 2 + (12𝑐ℎ𝑜𝑜𝑠𝑒2) ∗ 4)  = 289

289 ∗  58  <=  512

 <=   512/289 <  59

±1

𝑍7 𝑍9  𝑍5

𝐻7 = [

1 1 1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 5 6 1 1
6 5 4 3 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 1 1
4 3 6 6 3 4 2 4 3 6 6 3 4 2 1 6
1 1 1 1 1 1 1 4 3 6 6 3 4 2 0 0

]

𝐻9 = [

1 1 1 1 1 1 1 1 8 7 6 5 4 3 2 1 1 1 2 4
7 6 5 4 3 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 4
7 3 2 4 4 2 3 7 7 3 2 4 4 2 3 7 1 1 2 4
1 1 1 1 1 1 1 1 7 3 2 4 4 2 3 7 6 3 7 2

]

𝐻7  𝑍7 ±1

𝐶(16, 12) 12 4

{4,3,6,6,3,4,2} 7

2

 1 −  𝑍7

{0,1,2,3,4,5,6}

2 −

2
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𝐻9  𝑍9 ±1

𝐶(20, 16) 16 4

{7,3,2,4,4,2,3,7} 8

2

2

𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)

2

 𝑍𝑛 ±1 

𝐶(𝑁,𝑁 − 4)   𝑍𝑛 𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)

𝐻 6 2𝑁

𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

2𝑁 𝐶(𝑁,𝑁 − 4) 𝑁

2  

𝐻 2 3

 𝒈𝒓𝒐𝒖𝒑 𝟏 𝒈𝒓𝒐𝒖𝒑 𝟐 

2 𝑁 𝑁 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 1

𝑛 2 𝑛 1

𝑁 − 2𝑛 𝑥 (1,2,3,4) 𝑍𝑛

 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 1   𝑍𝑛

{0,1, …  𝑛 − 1} 2

𝑁 − 2𝑛
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 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 2 3  4

𝑛 𝑥

𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 1

𝑥

𝑥 + 𝑥 ≠  (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)

𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 1 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 2

𝐶 (𝑁, 𝑁 −  4) 𝐶 (𝑁, 𝑁 −  4)

 [  
2 2 … 2 1 1 … 1 𝑥 𝑥 …      0  1 … 𝑛 − 1 0 1 … 𝑛 − 1 0 1 …
0 1 … 𝑛 − 1 0 1 … 𝑛 − 1 0 1 ⋯    3 3 … 3 4 4 … 4 𝑥 𝑥 …

]

𝐶 (𝑁, 𝑁 −  4) ±1

𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6) 2

±1

𝑪 (𝟐𝟒, 𝟏𝟖)

𝐻5 =  

[
 
 
 
 
 
1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 1 1
0 1 2 3 4 2 2 2 2 2 1 1
3 2 4 4 2 3 2 4 4 2 1 1
1 1 1 1 1 3 2 4 4 2 0 4
2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 1 2

    1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 1 1
    0 1 2 3 4 2 2 2 2 2 1 1
    3 2 4 4 2 3 2 4 4 2 1 1
    1 1 1 1 1 3 2 4 4 2 0 4
     0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 1 2
    3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 0 0]

 
 
 
 
 

𝐶 (24, 18) ±1   𝑍5

𝐻5 (12, 8)

2

𝐻5 2 
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[
2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 1 2

         0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 1 2
         3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 0 0

]

𝑪 (𝟑𝟐, 𝟐𝟔)

 𝐻7  

[
 
 
 
 
 
1 1 1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 5 6 1 1
6 5 4 3 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 1 1
4 3 6 6 3 4 2 4 3 6 6 3 4 2 1 6
1 1 1 1 1 1 1 4 3 6 6 3 4 2 0 0
2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 5 5
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1

    

1 1 1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 5 6 1 1
6 5 4 3 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 1 1
4 3 6 6 3 4 2 4 3 6 6 3 4 2 1 6
1 1 1 1 1 1 1 4 3 6 6 3 4 2 0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1
3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5]

 
 
 
 
 

𝐶 (32, 26) ±1   𝑍7

𝐻7 (16, 12)

2

𝐻7  2

[
2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 5 5
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1

         0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1
         3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5

]

𝑍𝑚 ±1

±2 ±1

(±1 ±2)

𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

8 4

±1

2

ℎ𝑖𝑗 ≠ ±ℎ𝑖𝑚  𝑗 ≠  𝑚

± ℎ𝑖𝑗 ± ℎ𝑖𝑚 ≠ ±ℎ𝑖𝑙 ± ℎ𝑖𝑘 (𝑗,𝑚)  ≠  (𝑙, 𝑘)

±1 և ± 2 

2
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±2 ∗ ℎ𝑖𝑗 ≠ ±ℎ𝑖𝑚  𝑗 ≠  𝑚

±2 ∗ ℎ𝑖𝑗 ± 2 ∗ ℎ𝑖𝑚 ≠ ±ℎ𝑖𝑙 ± ℎ𝑖𝑘                    (𝑗, 𝑚)  ≠  (𝑙, 𝑘) 

𝐶(𝑁,𝑁 − 5)

  𝑍𝑛 ±1 

𝐶(𝑁,𝑁 − 4) 1

𝐻5 𝑪(13, 8)

8 5

±1 ±2 𝑍5

𝐻5 =

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 1 4 4
0 1 2 3 4 2 2 2 2 2 1 0 4
3 2 4 4 2 3 2 4 4 2 1 2 3
1 1 1 1 1 3 2 4 4 2 4 3 0
1 2 3 0 4 1 2 3 0 4 2 3 2]

 
 
 
 

 

±1 ±2 1 2

(1 +  13 ∗ 4 + (13𝑐ℎ𝑜𝑜𝑠𝑒2) ∗ 8)  = 677

677 ∗  58  <=  513

 513/677 <  59

4 

5

2 𝑍7 𝑍9

±1 ±2

𝐻7 𝑪(17, 12)

±1 ±2 𝑍7

𝐻7 =  

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 5 6 6 6 6
6 5 4 3 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 1 2 3
4 3 6 6 3 4 2 4 3 6 6 3 4 2 5 4 1
1 1 1 1 1 1 1 4 3 6 6 3 4 2 3 1 4
2 3 4 0 1 6 5 2 3 4 0 1 6 5 5 5 4]
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𝐻9  𝑪(21, 16)

±1 ±2 𝑍9

𝐻9 =   

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1 1 1 1 8 7 6 5 4 3 2 1 6 6 8 8 8
7 6 5 4 3 2 1 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 0 2 8
7 3 2 4 4 2 3 7 7 3 2 4 4 2 3 7 2 3 2 2 6
1 1 1 1 1 1 1 1 7 3 2 4 4 2 3 7 3 7 1 7 1
2 3 4 0 1 8 7 3 2 3 4 0 1 8 7 3 3 7 1 7 1]

 
 
 
 

:

𝑍5 𝑪(13, 8)

𝑪(17, 12) 𝑪(21, 16)

±1 ±1 ±2

𝑍𝑚 𝑛

𝑚𝑛

 𝑚𝑛+𝑘 𝑘

𝐻

𝐻′

𝐻

 ℎ𝑖𝑗 ≠ ±ℎ𝑖𝑚 , ±ℎ𝑖𝑗 ± ℎ𝑖𝑚 ≠ ±(ℎ𝑖𝑙 ± ℎ𝑖𝑘) 

𝐻′ 𝐺

𝑪(12, 8) 𝐻

𝐻
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𝐻′       [

1 0 0 0 3 1 0 3 4 3 4 0
0 1 0 0 2 2 4 4 0 2 4 3
0 0 1 0 0 0 2 4 2 1 3 1
0 0 0 1 1 3 2 0 4 4 3 3

]

𝐻′ [ −𝑃𝑇 𝐼𝑛−𝑘]

 𝐼𝑛−𝑘  𝐺 =  [𝐼𝑘  𝑃]    𝐺𝐻𝑇  =

0

𝐺

[
 
 
 
 
 
 
 
2 3 0 4 1 0 0 0 0 0 0 0
4 3 0 2 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 3 3 0 0 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 3 1 0 0 0 0 1 0 0 0
2 3 4 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 2 2 0 0 0 0 0 0 1 0
0 2 4 2 0 0 0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 
 

𝐺  𝐼𝑛−𝑘  𝐼8

𝐺 𝑍5 58

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎8) 𝐺

12

𝑢 = 𝑣𝐺 = (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎8)

𝑐𝑗 = (∑ 𝑎𝑖  𝑝𝑖𝑗
𝑘
𝑖=1 )𝑚𝑜𝑑5

5

𝑍5

                                                           
2 W. W. Peterson and E.J. Weldon, “Error-Correcting Codes”, M.I.T. Press, Cambridge, Mass., 

1972. 
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 𝐻′

𝑆 =  𝒗 𝐻′ 

𝑺 = (𝟎 𝟎 𝟎 𝟎),

 

𝑪(12, 8)

288

( 3.4)

2

− +

1

 (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎8)

 4

±1 և ± 2 

2

±2 

𝐶 + +
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𝑍5 8

4

+1

−1:

4
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𝐶(𝑁,𝑁 − 4)

  𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6)

 

𝐶 + +                                       
                             

 

ՀՐԱՊԱՐԱԿՎԱԾ ԱՇԽԱՏԱՆՔՆԵՐԻ ՑԱՆԿ 

 

𝑍5

𝑍7 𝑍9

𝑍𝑚

(2𝑁, 2𝑁 − 6) 𝑍𝑚 (𝑁,𝑁 − 4)

𝑍𝑚
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 ХАЧАТРЯН ГАМЛЕТ КАРЕНОВИЧ 

 

ПОСТРОЕНИЕ КОДОВ ИСПРАВЛЯЮЩИХ ОШИБКИ МАЛЫМИ 

АМПЛИТУДАМИ И ИХ РЕАЛИЗАЦИЯ 

 

РЕЗЮМЕ 

 

С практической точки зрения большой интерес вызывают коды на кольцах 𝑍2𝑚 

и 𝑍2𝑚+1, так как они имеют широкое применение в 22𝑚 – КАМ модуляционных схемах. 

Ошибки, возникающие в канале, в основном асимметричны, они также имеют 

ограниченную величину, и этот эффект особенно применим к флэш-памяти. Таким 

образом, должны создаваться коды, которые могут исправлять такие типы ошибок. 

Критерий оптимальности для линейных кодов по фиксированному кольцу 𝑍𝑚 

можно рассматривать двумя способами. Прежде всего, напомним, что код длиной n 

является оптимальным-1, если он имеет минимальное возможное количество символов 

проверки на четность. Во-вторых, критерий оптимальности-2 для кода заключаются в 

том, что для заданного числа символов проверки на четность он имеет максимально 

возможную длину. На данный момент мы не знаем никаких кодов, которые 

удовлетворяют критериям оптимальности-2. 

В данной работе представлено построение оптимальных кодов в кольцах  𝑍7  и   

𝑍9 ,  исправляющие двойные ошибки размера ±1, которые удовлетворяют критерии 

оптимальности-1. Кроме того, мы разработали метод построения новых кодов  

 𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6), добавляя только два символа проверки на четность к оптимальным 

кодам 𝐶 (𝑁,𝑁 − 4), исправляющих двойные ошибки размера ±1. Новые построенные 

коды в 2 раза больше, чем 𝐶 (𝑁, 𝑁 − 4) оптимальные коды. 

Более того, мы обратили внимание на случаи, когда величина ошибок не только 

± 1. В следующей части работы построены коды 𝐶 (𝑁, 𝑁 − 5) с 5-ю символами проверки 

на четность, исправляющих двойные ± 1 или ± 2 ошибки с ограничением, что обе 

ошибки имеют одинаковую амплитуду по абсолютной величине над кольцами 𝑍𝑚. Они 

также основаны на оптимальных кодах 𝐶 (𝑁, 𝑁 − 4), исправляющих двойные ошибки 

размера ±1. В этом случае мы не можем исправлять двойные ошибки с разными 

величинами, например, одну ошибку с величиной +1 и другую с величиной +2. 

В заключительной части работы представлены построение и внедрение 

процедур кодирования и декодирования для линейных кодов, исправляющих двойные 
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ошибки размера ±1 или ± 2, которые были реализованы на языке программирования 

C++, результаты которого были представлены через диалоговое окно MFC. 

 

В результате исследований, проведенных в данной работе, были получены 

следующие основные результаты: 

 Построены новые оптимальные и квазиоптимальные коды, которые способны 

обнаруживать и исправлять двойные ошибки с малыми амплитудами в разных кольцах 

𝑍𝑚 [2, 3, 6]. 

 Был разработан новый метод для построения кодов 𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6), который 

состоит в том, что добавив только два символа проверки на четность к оптимальным 

кодам 𝐶 (𝑁, 𝑁 − 4), можно построить коды, которые будут иметь длину в два раза 

больше [3,5]. 

 Разработка и реализирование процедур кодирования и декодирования для 

линейных кодов исправляющих двойные ошибки размера ±1 или ± 2 [1, 4]. 
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HAMLET KAREN KHACHATRYAN 

 

LOW-MAGNITUDE ERROR CORRECTING CODES AND THEIR IMPLEMENTATION 

 

ABSTRACT 

From practical point of view the codes over rings 𝑍2𝑚 or 𝑍2𝑚+1 are interesting, 

because they can be used in 22𝑚 – QAM (Quadrature amplitude modulation) schemes. Codes 

over finite rings, particularly over integer residue rings and their applications in coding 

theory have been studied for a long time. Errors happening in the channel are basically 

asymmetrical; they also have a limited magnitude and this effect is particularly applicable to 

flash memories. As such, we consider the problem of construction of codes, correcting these 

types of errors.  

The optimality criteria for the linear codes over fixed ring 𝑍𝑚  can be considered in 

two ways. First of all, recall that the code of the length n is optimal-1 if it has a minimum 

possible number of parity check symbols. Secondly, optimality-2 criteria for the code is that 

for a given number of parity check symbols, it has a maximum possible length. At this point 

we do not know any codes that satisfy the optimality criteria-2. 

In this paper a construction of double ±1  error correcting linear optimal codes over 

rings 𝑍7 and 𝑍9 is presented, which satisfy to optimality criteria-1. Also, we construct a 

method for constructions of codes 𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6), by adding only two parity check symbols 

to the optimal codes 𝐶(𝑁,𝑁 − 4) correcting double ±1  errors. The new constructed codes 

are 2 time longer then 𝐶(𝑁,𝑁 − 4) optimal codes, and they have a higher rate. 

Moreover, we pay attention to the cases when magnitude of errors are not only ±1. 

In this paper we will construct codes 𝐶(𝑁,𝑁 − 5)  with 5 parity check symbols correcting 

double ±1 or ±2 errors with the limitation that both errors have the same amplitude in 

absolute value over rings 𝑍𝑚. They are based on optimal codes  𝐶(𝑁, 𝑁 − 4)  with 4 parity 

check symbols correcting double errors over rings 𝑍𝑚 of value ±1 . In this case we can not 

correct double errors with different magnitude, for example one error with magnitude +1 

and other with a magnitude +2.  

In the next part of the work, the construction and implementation of encoding and 

decoding procedures for double ±1 or (±1 and ±2) error correcting optimal linear codes are 

presented. 
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During the research carried within this study, the following results were obtained: 

 Construction of optimal and quasi-optimal low-magnitude error correting codes over 

different rings 𝑍𝑚 [2, 3, 6]. 

 A new method for constructions of codes 𝐶 (2𝑁, 2𝑁 − 6), by adding only two parity 

check symbols to the optimal codes 𝐶(𝑁,𝑁 − 4) correcting double ±1  errors has been 

developed [3,5]. 

 Sofware implementation of encoding and decoding procedures for double ±1 or (±1 

and ±2) error correcting optimal linear codes [1, 4]. 

 


