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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 3 

Актуальность темы. В современном мире глобальные информационные технологии 4 
по сравнению с другими сферами проявляют темпы перманентного ускоренного развития, 5 
что дает возможность применять совершенно новые подходы в самых различных областях 6 
человеческой деятельности для эффективного решения встречающихся в них задач, 7 
создавая новейшие инструменты. 8 

Однопараметрические матрицы, их обратные и обобщенные обратные достаточно 9 
часто встречаются в различных научных исследованиях и прикладных задачах, в частнос-10 
ти: при решении дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами, в крае-11 
вых задачах, при решении систем функциональных уравнений, использовании стохасти-12 
ческих матриц и марковских цепей, исследовании поведения динамических систем, 13 
решении различных задач систем управления, изучении параметрических задач линейного 14 
программирования и т.д. Однако, существующие методы определения однопарамет-15 
рических обобщенных обратных (ООО) матриц применяются лишь в ограниченных слу-16 
чаях, а также они трудно реализуемы с практической точки зрения. 17 

 Таким образом, возникает необходимость в разработке новых методов определения 18 
ООО матриц, и в частности, нужно разработать методы: 19 

1) которые будут более эффективны, чем существующие методы, 20 
2) на основе которых архитектура разрабатываемых вычислительных средств будет 21 

более доброкачественной, 22 
3) на основе которых будет возможно создать пакет прикладных программ (ППП) с 23 

использованием современных информационных технологий, 24 
4) вычислительные характеристики которых превзойдут характеристики сущест-25 

вующих методов. 26 
Как показывают исследования, для этого целесообразно использовать аппарат диф-27 

ференциальных преобразований академика НАН Украины, д.т.н., проф. Г.Е. Пухова, 28 
поскольку вычислительные процедуры, получаемые с его помощью, проще по сравнению 29 
с применением других известных преобразований. Следовательно, дифференциальные 30 
преобразования могут быть использованы в качестве основного математического аппарата 31 
при разработке вычислительных средств автоматизированного определения ООО матриц. 32 

Данная диссертационная работа посвящена разработке вычислительных средств ав-33 
томатизированного определения комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза. Она направ-34 
лена на создание ППП, соответствующего специфике комплексных однопараметрических 35 
матриц, на основе комбинации четырех условий Мура-Пенроуза и дифференциальных 36 
преобразований. Кроме того, включение в ППП основных матричных операций позволит 37 
использовать его также в качестве матричного калькулятора, расширяя возможности при-38 
менения ППП в различных научных и образовательных областях. Созданный ППП будет 39 
свободно доступен, стимулируя дальнейшее развитие технологий работы с однопарамет-40 
рическими матрицами. 41 

Предметом исследования является разработка декомпозиционных вычислительных 42 
средств автоматизированного определения комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза. 43 

Целью работы является разработка новых аналитических и численно-аналитических 44 
декомпозиционных методов определения комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза, соз-45 
дание на их основе ППП с использованием современных средств информационных тех-46 
нологий, а также проведение экспериментальных исследований с использованием создан-47 
ного ППП и определение вычислительных характеристик разработанных средств. 48 
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Методы исследования. В ходе выполнения диссертации были использованы четыре 3 
условия Мура-Пенроуза для однопараметрических матриц, дифференциальные преобразо-4 
вания, средства современных информационных технологий, в частности, язык програм-5 
мирования Python, библиотека SymPy для выполнения математических операций, работы 6 
с матрицами и символических вычислений, а также библиотека PyQt для графического 7 
интерфейса ППП. 8 

Научная новизна:  9 
• Разработаны новые аналитические декомпозиционные методы определения 10 

комплексных OOO матриц Мура-Пенроуза, основанные на четырех известных 11 
условиях. 12 

• Разработаны новые численно-аналитические декомпозиционные методы опре-13 
деления комплексных OOO матриц Мура-Пенроуза, основанные на четырех 14 
известных условиях. 15 

• Создан ППП с использованием разработанных численно-аналитических декомпо-16 
зиционных методов, основанный на современных информационных технологиях. 17 

• Решены модельные примеры и прикладные задачи с применением созданного 18 
ППП с целью выявления вычислительных характеристик разработанных средств. 19 

• Полученные научные и практические результаты были обобщены, а также сдела-20 
ны некоторые выводы и предложения. 21 

Практическая ценность работы. Разработанный в диссертации ППП автоматизи-22 
рованного определения комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза реализован для исполь-23 
зования как в операционной системе Windows, так и в Linux и macOS. Реализация на языке 24 
программирования Python значительно расширяет возможности пакета, позволяя исполь-25 
зовать его на устройствах с установленным Python. Библиотека SymPy обеспечивает дос-26 
туп к реализации математических функций, а также гарантирует выполнение точных мате-27 
матических символических операций, включая упрощение выражений, вычисление произ-28 
водных и т.д. Более того, поскольку SymPy полностью написан на Python, он легко интегри-29 
руется с экосистемой Python и может быть включен в более крупные проекты на Python. 30 
Кроме того, в отличие от других систем символических вычислений, SymPy относительно 31 
легковесен и имеет минимальные зависимости (в основном от mpmath). Графический поль-32 
зовательский интерфейс на основе технологии PyQt делает пакет доступным как для спе-33 
циалистов, так и для обычных пользователей. Разработанная система применима в курсах 34 
высшего образования по линейной алгебре, прикладной теории вычислительных методов 35 
и другим физико-математическим и техническим дисциплинам, в практических задачах 36 
теории управления, в частности, в области робототехники (включая беспилотные летатель-37 
ные аппараты, роботы-манипуляторы и т.д.), а также в чисто математических задачах. 38 

На защиту выносятся следующие научные положения:  39 
• Разработанные аналитические декомпозиционные методы определения комплек-40 

сных OOO матриц Мура-Пенроуза. 41 
• Разработанные численно-аналитические декомпозиционные методы определе-42 

ния комплексных OOO матриц Мура-Пенроуза. 43 
• ППП, предназначенный для пользователя и основанный на современных инфор-44 

мационных технологиях и дифференциальных преобразованиях. 45 
Достоверность научных положений. Достоверность научных положений подтверж-46 

дается результатами программной реализации ППП автоматизированного определения 47 
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комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза и всесторонними экспериментальными иссле-3 
дованиями, представленными в диссертации, а также математическими обоснованиями. 4 

Внедрение. Результаты диссертации, в частности, разработанные аналитические и 5 
численно-аналитические декомпозиционные методы определения комплексных ООО мат-6 
риц Мура-Пенроуза, а также созданный ППП внедрены в теоретические и практические 7 
занятия кафедры «Информационные технологии и автоматизация» (ИТ и А) НПУА. 8 

Апробация работы. Основные научные и практические результаты диссертации 9 
докладывались и обсуждались на: 10 

• научных семинарах кафедры ИТ и А НПУА (Ереван, Армения, 2023–2026 гг.); 11 
• годичных конференциях НПУА (Ереван, Армения, 2024–2025 гг.). 12 

Публикации. Основные положения, представленные в диссертации, обобщены в 13 
десяти научных работах, две из которых без соавторов, а одна - в научной базе данных 14 
“SCOPUS” (“СКОПУС”) и “Web of Science” (“Веб оф Сайнс”). Список статей приведен в 15 
конце автореферата. 16 

Структура и объём диссертации. Работа состоит из введения, четырёх глав, заклю-17 
чения, списка использованной литературы из 110 наименований, и одного приложения, в 18 
котором представлен акт внедрения результатов диссертации. Основной объём диссерта-19 
ции составляет 130 страниц, а вместе с приложением - 131 страниц. Диссертация написа-20 
на на армянском языке. 21 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 22 

Во введении обоснована актуальность темы диссертационной работы, сформулиро-23 
вана цель исследования, описаны используемые методы, представлены научная новизна, 24 
практическая ценность и основные научные положения, выносимые на защиту. 25 

В первой главе «ОБЗОРНАЯ ЧАСТЬ» представлено понятие обобщенных обрат-26 
ных матриц для числовых матриц, их типы, в частности, псевдообратная матрица Мура-27 
Пенроуза, а также существующие методы их определения. Далее, приведены известные 4 28 
условия Мура-Пенроуза для ООО матриц: 29 

𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡), (1.2.1) 30 
𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) = 𝐴+(𝑡), (1.2.2) 31 
[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡), (1.2.3) 32 
[𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ = 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡), (1.2.4) 33 

рассмотрены существующие методы их определения, в частности, основанные на диффе-34 
ренциальных преобразованиях, а также ППП, созданные с использованием этих методов и 35 
средств современных информационных технологий. Проведен анализ работ в вышеупомя-36 
нутых областях, в основном опубликованных за последние 10-20 лет, среди которых моно-37 
графия заслуженного деятеля науки Республики Армения, д.т.н., проф. С.О. Симоняна, в 38 
котором представлены результаты оригинальных исследований автора, а также кандидат-39 
ских диссертаций его учеников. Диссертации посвящены разработке: 40 

1) аналитических и численно-аналитических декомпозиционных методов с косвенным и 41 
прямым подходами решения систем линейных однопараметрических конечных уравнений 42 
с использованием дифференциальных преобразований; аналитических и численно-43 
аналитических декомпозиционных методов, основанных на методе наименьших квадратов; 44 
аналитических и численно-аналитических декомпозиционных методов с прямыми подхо- 45 
дами, основанные на сопряженном аналоге метода наименьших квадратов; 46 
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2) дифференциальных аналогов (D-аналогов) B-, Q-, BQ-методов определения парамет-3 
рических и обобщенных обратных матриц Дразина (ООМД); D-аналога рекурсивного ме-4 
тода Дразина для определения ООМД; D-аналога метода определения ООМД, основанного 5 
на скелетном разложении матрицы; D-аналога метода определения ООМД, основанного на 6 
каноническом представлении матрицы; 7 

3) D-аналогов простейшего метода, основанных на известных простейших тождествах; 8 
D-аналогов определения 𝐴(1) и 𝐴(2), основанных на первом и втором известных тождествах 9 
Мура-Пенроуза; D-аналогов, основанных на универсальном методе; D-аналога симплекс 10 
метода определения квадратных обратных матриц 𝐴−1 и обобщенных обратных матриц 11 
𝐴(+); 12 

4) D-аналога метода Гревилля; D-аналога метода ортогонализации Грамма-Шмидта; D-13 
аналога метода исключения Гаусса-Жордана; D-аналога метода блочного разбиения матри-14 
цы; D-аналога метода сингулярного разложения нестационарной матрицы. 15 

Во всех вышеперечисленных диссертациях разработаны соответствующие ППП с ис-16 
пользованием различных средств современных информационных технологий, в том числе 17 
C++, Java, MATLAB и т.д., а основным математическим аппаратом служат дифференциаль-18 
ные преобразования Г.Е. Пухова. 19 

Далее в главе представлена алгебра дифференциальных преобразований, а также их 20 
применение в различных научных и практических задачах. Важно отметить, что при диф-21 
ференциальных преобразованиях переход из области: 22 
❖ оригиналов в область изображений (прямые преобразования) осуществляется опера-23 

цией дифференцирования, 24 
❖ изображений в область оригиналов (обратные преобразования) осуществляется опера-25 

цией суммирования. 26 
Благодаря этим 2-м важным обстоятельствам дифференциальные преобразования лег-27 

ко используются для разработки эффективных вычислительных средств с применением 28 
современных информационных технологий. 29 

В конце главы сформулированы основные цели и задачи диссертации на основе пред-30 
ставленных выводов. 31 

Во второй главе «РАЗРАБОТКА ДЕКОМПОЗИЦИОННЫХ МЕТОДОВ» предло-32 
жены: 33 
❖ аналитические декомпозиционные методы определения комплексных ООО матриц 34 

Мура-Пенроуза, основанные на условиях (1.2.1) и (1.2.2), 35 
❖ численно-аналитические декомпозиционные методы определения комплексных ООО 36 

матриц Мура-Пенроуза, основанные на полученных аналитических соотношениях и 37 
дифференциальных преобразованиях, 38 
❖ 3 варианта аналитических декомпозиционных методов определения комплексных 39 

ООО матриц Мура-Пенроуза, основанные на условии (1.2.3), 40 
❖ численно-аналитические декомпозиционные методы определения комплексных ООО 41 

матриц Мура-Пенроуза, основанные на 2-ом варианте аналитических методов и дифферен-42 
циальных преобразованиях, 43 
❖ 3 варианта аналитических декомпозиционных методов определения комплексных 44 

ООО матриц Мура-Пенроуза, основанные на условии (1.2.4), 45 
❖ численно-аналитические декомпозиционные методы определения комплексных ООО 46 

матриц Мура-Пенроуза, основанные на 2-ом и 3-ем вариантах аналитических методов и  47 
дифференциальных преобразованиях. 48 
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2.1 Разработка аналитических и численно-аналитических методов, основанных 3 
на 1-ом условии Мура-Пенроуза 4 

1) Пусть имеется матрица 𝐴(𝑡)𝑚𝑥𝑛, для которой 𝑚 ≤ 𝑛. По аналогии с автономными 5 
матрицами 𝐴𝑚𝑥𝑛, обобщенная обратная 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 будет иметь вид: 6 

𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 = 𝐴∗(𝑡)𝑛𝑥𝑚[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)]+𝑚𝑥𝑚. (2.1.1) 7 

Допустим также, что 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶𝑚𝑥𝑛, при котором разложение 8 
𝐴(𝑡)𝑚𝑥𝑛 = 𝐴1(𝑡)𝑚𝑥𝑛 + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)𝑚𝑥𝑛, (2.1.2) 9 

а матрица: 10 
[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)] = [𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)] ∙ [𝐴1(𝑡) − 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)]

𝑇 = 11 
= [𝐴1(𝑡) ∙ 𝐴1

𝑇(𝑡)+𝐴2(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡)] + 𝑗 ∙ [𝐴2(𝑡) ∙ 𝐴1

𝑇(𝑡) − 𝐴1(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡)] = 𝐵1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐵2(𝑡), (2.1.3) 12 

где 13 
𝐵1(𝑡)𝑚𝑥𝑚 = 𝐴1(𝑡) ∙ 𝐴1

𝑇(𝑡) + 𝐴2(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡), (2.1.4) 14 

𝐵2(𝑡)𝑚𝑥𝑚 = 𝐴2(𝑡) ∙ 𝐴1
𝑇(𝑡) − 𝐴1(𝑡) ∙ 𝐴2

𝑇(𝑡), (2.1.5) 15 
а также 16 

[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)]𝑚𝑥𝑚
+ = [𝐵1(𝑡)𝑚𝑥𝑚 + 𝑗 ∙ 𝐵2(𝑡)𝑚𝑥𝑚]+ = [𝑋1(𝑡)𝑚𝑥𝑚 + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)𝑚𝑥𝑚]. (2.1.6) 17 

Замечание 2.1.1. Нетрудно убедиться, что матрица 𝐵1(𝑡) симметрична из-за симмет-18 
ричности слагаемых 𝐴1(𝑡) ∙ 𝐴1

Т(𝑡) и 𝐴2(𝑡) ∙ 𝐴2
Т(𝑡), а матрица 𝐵2(𝑡) кососимметрична с нуле-19 

выми диагональными элементами. 20 
I. Аналитическое решение 21 
Использование условия Мура-Пенроуза (1.2.1) по отношению к матрице [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)] 22 

приводит к следующему выражению: 23 
[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)] ∙ [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)]+ ∙ [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)] = [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)], (2.1.7) 24 

раскрытие которого с учетом (2.1.3) и (2.1.6) дает  25 
[𝐵1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐵2(𝑡)] ∙ [𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] ∙ [𝐵1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐵2(𝑡)] = [𝐵1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐵2(𝑡)] 26 

или 27 

[[
𝐵1(𝑡) − 𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)     𝐵1(𝑡)
] ∙ [

𝑋1(𝑡) − 𝑋2(𝑡)

𝑋2(𝑡)     𝑋1(𝑡)
] − 𝐸2𝑚𝑥2𝑚] ∙ [

𝐵1(𝑡)

𝐵2(𝑡)
] = [

0
0
] , (2.1.8) 28 

                         2mx2m                 2mx2m                              2mxm    2mxm 29 
следовательно,                                                                30 

[
𝑋1(𝑡)   −𝑋2(𝑡)

𝑋2(𝑡)       𝑋1(𝑡)
] = [

𝐵1(𝑡)   −𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)       𝐵1(𝑡)
]
+

= [
𝐵1(𝑡)   −𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)       𝐵1(𝑡)
]
−1

. (2.1.9) 31 

                             2𝑚𝑥2𝑚                    2𝑚𝑥2𝑚                      2𝑚𝑥2𝑚   32 
Таким образом, имея матрицы 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡), в соответствии с (2.1.1), (2.1.2) и (2.1.6) 33 

можно определить и матрицу 34 
𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 = [𝐴1(𝑡) − 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)]

𝑇 ∙ [𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] = 35 
= [𝐴1

𝑇(𝑡) ∙ 𝑋1(𝑡) + 𝐴2
𝑇(𝑡) ∙ 𝑋2(𝑡)] + 𝑗 ∙ [𝐴1

𝑇(𝑡) ∙ 𝑋2(𝑡) − 𝐴2
𝑇(𝑡) ∙ 𝑋1(𝑡)].                       (2.1.10) 36 

II. Численно-аналитическое решение 37 
В качестве основного математического аппарата воспользуемся дифференциальными  38 

преобразованиями. Обозначим 39 

𝐵(𝑡) = [
𝐵1(𝑡) − 𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)     𝐵1(𝑡)
] , 𝑋(𝑡) = [

𝑋1(𝑡) − 𝑋2(𝑡)

𝑋2(𝑡)     𝑋1(𝑡)
] , (2.1.11) 40 
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при которых матричные дискреты (прямые преобразования): 3 

𝐵(𝐾) =
𝐻𝐾

𝐾!
∙ [

𝑑𝐾𝐵(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]
𝑡=𝑡𝜗

, 𝐾 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ , (2.1.12) 4 

𝑋(𝐾) =
𝐻𝐾

𝐾!
∙ [

𝑑𝐾𝑋(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]
𝑡=𝑡𝜗

, 𝐾 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ , (2.1.13) 5 

а тейлоровские матричные оригиналы (обратные преобразования): 6 

𝐵(𝑡) = æ1(𝑡, 𝑡𝜗, 𝐻, 𝐵(𝐾)) = ∑ (
𝑡 − 𝑡𝜗

𝐻
)

∞

𝐾=0

𝐾

∙ 𝐵(𝐾), (2.1.14) 7 

         𝑋(𝑡) = æ2(𝑡, 𝑡𝜗, 𝐻, 𝑋(𝐾)) = ∑ (
𝑡 − 𝑡𝜗

𝐻
)

∞

𝐾=0

𝐾

∙ 𝑋(𝐾), (2.1.15) 8 

где 𝑡𝜗- центр аппроксимации тейлоровских разложений; 𝐻 - масштабный коэффициент, 9 
выравнивающий размерности оригиналов и их изображений; 𝐾 - целочисленный аргумент; 10 
æ1(∙) и æ2(∙) - тейлоровские матричные функции, восстанавливающие оригиналы 𝐵(𝑡) и 𝑋(𝑡) 11 
соответственно. Естественно, при этом предполагается, что все элементы матриц 𝐵(𝑡) и 12 
𝑋(𝑡) обладают достаточной степенью гладкости в центре аппроксимации 𝑡𝜗. 13 

Замечание 2.1.2. Матрицы 𝐵(𝑡) и 𝑋(𝑡) блочно-кососимметричные. 14 
Замечание 2.1.3. Матричные оригиналы (2.1.14) и (2.1.15) могут быть восстановле-15 

ны и другими обратными дифференциальными преобразованиями (например, маклоренов-16 
скими (𝑡𝜗 = 0), дробно-рациональными (Паде), одноточечными, многоточечными и др.). 17 

Использование  дифференциальных преобразований для перевода оригинала (2.1.9) 18 
в область дифференциальных изображений при соотношениях (2.1.11) - (2.1.15) приводит 19 
к следующему: 20 

при 𝑲 = 𝟎: 21 
𝑋(0) = 𝐵+(0); (2.1.16) 22 

при 𝑲 ≥ 𝟏: 23 

𝑋(𝐾) = −𝐵+(0) [∑𝐵(𝑙) ∙ 𝑋(𝐾 − 𝑙)

𝐾

𝑙=1

] . (2.1.17) 24 

Таким образом, имея матричные дискреты 𝑋(𝐾),𝐾 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ , будем иметь и блоки 𝑋1(𝐾) 25 
и 𝑋2(𝐾), а следовательно, оригиналы 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡) в соответствии с (2.1.15). Тогда можно 26 
определить и матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 в соответствии с (2.1.10). 27 

2) Пусть имеется матрица 𝐴(𝑡)𝑚𝑥𝑛, для которой 𝑚 ≥ 𝑛. По аналогии с автономными 28 
матрицами 𝐴𝑚𝑥𝑛, обобщенная обратная 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 будет иметь вид: 29 

𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 = [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]+𝑛𝑥𝑛 ∙ 𝐴∗(𝑡)𝑛𝑥𝑚. (2.1.18) 30 

Допустим также, что 𝐴(𝑡) ∈ 𝐶𝑚𝑥𝑛, при котором имеет место разложение (2.1.2), а 31 
матрица: 32 

[𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)] = [𝐴1(𝑡) − 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)]
𝑇 ∙ [𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)] = 33 

= [𝐴1
𝑇(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡)+𝐴2

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡)] + 𝑗 ∙ [𝐴1
𝑇(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡) − 𝐴2

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡)] = 𝐶1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐶2(𝑡), (2.1.19) 34 

где 35 
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𝐶1(𝑡)𝑛𝑥𝑛 = 𝐴1
𝑇(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡) + 𝐴2

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡), (2.1.20) 3 
𝐶2(𝑡)𝑛𝑥𝑛 = 𝐴1

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡) − 𝐴2
𝑇(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡), (2.1.21) 4 

а также 5 
[𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]+ = [𝐶1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐶2(𝑡)]

+ = [𝑌1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑌2(𝑡)]𝑛𝑥𝑛: (2.1.22) 6 

Замечание 2.1.4. Нетрудно убедиться, что матрица 𝐶1(𝑡) симметрична из-за симмет-7 
ричности слагаемых 𝐴1

Т(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡) и 𝐴2
Т(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡), а матрица 𝐶2(𝑡) кососимметрична с нуле-8 

выми диагональными элементами. 9 
I. Аналитическое решение 10 
Использование условия Мура-Пенроуза (1.2.1) по отношению к матрице [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)] 11 

приводит к следующему выражению: 12 
[𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)] ∙ [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]+ ∙ [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)] = [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)], (2.1.23) 13 

раскрытие которого с учетом (2.1.19) и (2.1.22) дает 14 
[𝐶1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐶2(𝑡)] ∙ [𝑌1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑌2(𝑡)] ∙ [𝐶1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐶2(𝑡)] = [𝐶1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐶2(𝑡)] 15 

или 16 

[[
𝐶1(𝑡) − 𝐶2(𝑡)

𝐶2(𝑡)     𝐶1(𝑡)
] ∙ [

𝑌1(𝑡) − 𝑌2(𝑡)

𝑌2(𝑡)     𝑌1(𝑡)
] − 𝐸2𝑛𝑥2𝑛] ∙ [

𝐶1(𝑡)

𝐶2(𝑡)
] = [

0
0
] , (2.1.24) 17 

                            2nx2n                  2nx2n                              2nxn      2nxn 18 
следовательно,                                                                19 

[
𝑌1(𝑡)   −𝑌2(𝑡)

𝑌2(𝑡)       𝑌1(𝑡)
] = [

𝐶1(𝑡)   −𝐶2(𝑡)

𝐶2(𝑡)       𝐶1(𝑡)
]
+

. (2.1.25) 20 

                                                2𝑛𝑥2𝑛                     2𝑛𝑥2𝑛  21 
Таким образом, имея матрицы 𝑌1(𝑡) и 𝑌2(𝑡), в соответствии с (2.1.18), (2.1.19) и 22 

(2.1.23) можно определить и матрицу 23 
𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 = [𝑌1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑌2(𝑡)] ∙ [𝐴1(𝑡) − 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)]

𝑇 = 24 
= [𝑌1(𝑡) ∙ 𝐴1

𝑇(𝑡) + 𝑌2(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡)] + 𝑗 ∙ [𝑌2(𝑡) ∙ 𝐴1

𝑇(𝑡) − 𝑌1(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡)]:            (2.1.26) 25 

II. Численно-аналитическое решение 26 
В качестве основного математического аппарата воспользуемся дифференциальными 27 

преобразованиями. Обозначим 28 

𝐶(𝑡) = [
𝐶1(𝑡) − 𝐶2(𝑡)

𝐶2(𝑡)     𝐶1(𝑡)
] , 𝑌(𝑡) = [

𝑌1(𝑡) − 𝑌2(𝑡)

𝑋2(𝑡)     𝑌1(𝑡)
] , (2.1.27) 29 

при которых матричные дискреты (прямые преобразования): 30 

𝐶(𝐾) =
𝐻𝐾

𝐾!
∙ [

𝑑𝐾𝐶(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]
𝑡=𝑡𝜗

, 𝐾 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ , (2.1.28) 31 

𝑌(𝐾) =
𝐻𝐾

𝐾!
∙ [

𝑑𝐾𝑌(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]
𝑡=𝑡𝜗

, 𝐾 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ , (2.1.29) 32 

а тейлоровские матричные оригиналы (обратные преобразования): 33 

𝐶(𝑡) = æ3(𝑡, 𝑡𝜗, 𝐻, 𝐶(𝐾)) = ∑ (
𝑡 − 𝑡𝜗

𝐻
)

∞

𝐾=0

𝐾

∙ 𝐶(𝐾), (2.1.30) 34 



10 

         𝑌(𝑡) = æ4(𝑡, 𝑡𝜗, 𝐻, 𝑌(𝐾)) = ∑ (
𝑡 − 𝑡𝜗

𝐻
)

∞

𝐾=0

𝐾

∙ 𝑌(𝐾), (2.1.31) 3 

где æ3(∙) и æ4(∙) - тейлоровские матричные функции, восстанавливающие оригиналы 𝐶(𝑡) и 4 
𝑌(𝑡) соответственно. Естественно, при этом предполагается, что все элементы матриц 𝐶(𝑡)  5 
и 𝑌(𝑡) обладают достаточной степенью гладкости в центре аппроксимации 𝑡𝜗. 6 

Замечание 2.1.5. Матрицы 𝐶(𝑡) и 𝑌(𝑡) блочно-кососимметричные. 7 
Замечание 2.1.6. Матричные оригиналы (2.1.30) и (2.1.31) могут быть восстановле-8 

ны и другими обратными дифференциальными преобразованиями (например, маклоренов-9 
скими (𝑡𝜗 = 0), дробно-рациональными (Паде), одноточечными, многоточечными и др.). 10 

Использование  дифференциальных преобразований для перевода оригинала 11 
(2.1.25) в область дифференциальных изображений при соотношениях (2.1.27) - (2.1.31) 12 
приводит к следующему: 13 

при 𝑲 = 𝟎: 14 
𝑌(0) = 𝐶+(0); (2.1.32) 15 

при 𝑲 ≥ 𝟏: 16 

𝑌(𝐾) = −𝐶+(0) [∑𝐶(𝑙) ∙ 𝑌(𝐾 − 𝑙)

𝐾

𝑙=1

] . (2.1.33) 17 

Таким образом, имея матричные дискреты 𝑌(𝐾),𝐾 = 0,∞̅̅ ̅̅ ̅̅ , будем иметь и блоки 𝑌1(𝐾) 18 
и 𝑌2(𝐾), а следовательно, оригиналы 𝑌1(𝑡) и 𝑌2(𝑡) в соответствии с (2.1.31). Тогда можно 19 
определить и матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 в соответствии с (2.1.26). 20 

2.2 Разработка аналитических и численно-аналитических методов, основанных 21 
на 2-ом условии Мура-Пенроуза 22 

1) Пусть имеется матрица 𝐴(𝑡)𝑚𝑥𝑛, 𝑚 ≤ 𝑛, для которой имеют место соотношения 23 
(2.1.1) – (2.1.6). 24 

I. Аналитическое решение 25 
Использование условия Мура-Пенроуза (1.2.2) по отношению к матрице [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)] 26 

приводит к следующему выражению: 27 
[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)]+ ∙ [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)] ∙ [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)]+ = [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴∗(𝑡)]+, (2.2.1) 28 

раскрытие которого с учетом (2.1.3) и (2.1.6) дает  29 
[𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] ∙ [𝐵1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐵2(𝑡)] ∙ [𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] = [𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] 30 

или 31 

[[
𝑋1(𝑡) − 𝑋2(𝑡)

𝑋2(𝑡)     𝑋1(𝑡)
] ∙ [

𝐵1(𝑡) − 𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)     𝐵1(𝑡)
] − 𝐸2𝑚𝑥2𝑚] ∙ [

𝑋1(𝑡)

𝑋2(𝑡)
] = [

0
0
] . (2.2.2) 32 

                         2mx2m                 2mx2m                              2mxm    2mxm 33 
следовательно,                                                                34 

[
𝑋1(𝑡)   −𝑋2(𝑡)

𝑋2(𝑡)       𝑋1(𝑡)
] = [

𝐵1(𝑡)   −𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)       𝐵1(𝑡)
]
+

= [
𝐵1(𝑡)   −𝐵2(𝑡)

𝐵2(𝑡)       𝐵1(𝑡)
]
−1

. (2.2.3) 35 

                             2𝑚𝑥2𝑚                    2𝑚𝑥2𝑚                      2𝑚𝑥2𝑚   36 
Замечание 2.2.1. Очевидно, что при использовании условий Мура-Пенроуза (1.2.1) 37 

и (1.2.2) приходим к одному и тому же аналитическому решению, т.е. (2.1.9) ≡ (2.2.3). 38 
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Таким образом, имея матрицы 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡), в соответствии с (2.1.10), можно опреде-3 
лить и матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚. 4 

II. Численно-аналитическое решение 5 
Использование  дифференциальных преобразований для перевода оригинала (2.2.3) 6 

в область дифференциальных изображений при соотношениях (2.1.11) - (2.1.15) приводит 7 
к следующему: 8 

при 𝑲 = 𝟎: 9 
𝑋(0) = 𝐵+(0); (2.2.4) 10 

при 𝑲 ≥ 𝟏: 11 

𝑋(𝐾) = − [∑𝑋(𝑙) ∙ 𝐵(𝐾 − 𝑙)

𝐾

𝑙=1

]𝐵+(0). (2.2.5) 12 

Очевидно, что (2.1.16) ≡ (2.2.4), (2.1.17) ≡ (2.2.5),  что и должно было быть. Следова-13 
тельно, и в этом случае матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 можно определить в соответствии с (2.1.10). 14 

2) Пусть имеется матрица 𝐴(𝑡)𝑚𝑥𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛, для которой имеют место соотношения 15 
(2.1.18) – (2.1.22). 16 

I. Аналитическое решение 17 
Использование условия Мура-Пенроуза (1.2.2) по отношению к матрице [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)] 18 

приводит к следующему выражению: 19 
[𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]+ ∙ [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)] ∙ [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]+ = [𝐴∗(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]+, (2.2.6) 20 

раскрытие которого с учетом (2.1.19) и (2.1.22) дает 21 
[𝑌1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑌2(𝑡)] ∙ [𝐶1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐶2(𝑡)] ∙ [𝑌1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑌2(𝑡)] = [𝑌1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑌2(𝑡)] 22 

или 23 

[[
𝑌1(𝑡) − 𝑌2(𝑡)

𝑌2(𝑡)     𝑌1(𝑡)
] ∙ [

𝐶1(𝑡) − 𝐶2(𝑡)

𝐶2(𝑡)     𝐶1(𝑡)
] − 𝐸2𝑛𝑥2𝑛] ∙ [

𝑌1(𝑡)

𝑌2(𝑡)
] = [

0
0
] , (2.2.7) 24 

                            2nx2n                  2nx2n                              2nxn      2nxn 25 
следовательно,                                                                26 

[
𝑌1(𝑡)   −𝑌2(𝑡)

𝑌2(𝑡)       𝑌1(𝑡)
] = [

𝐶1(𝑡)   −𝐶2(𝑡)

𝐶2(𝑡)       𝐶1(𝑡)
]
+

. (2.2.8) 27 

                                                2𝑛𝑥2𝑛                     2𝑛𝑥2𝑛  28 
Таким образом, имея матрицы 𝑌1(𝑡) и 𝑌2(𝑡), в соответствии с (2.1.26) можно опреде-29 

лить и матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚. 30 
Замечание 2.2.2. Очевидно, что при использовании условий Мура-Пенроуза (1.2.1) и 31 

(1.2.2) и здесь приходим к одному и тому же аналитическому решению, т.е. (2.1.25) ≡ (2.2.8). 32 
II. Численно-аналитическое решение 33 

Использование  дифференциальных преобразований для перевода оригинала (2.2.8) 34 
в область дифференциальных изображений при соотношениях (2.1.27) - (2.1.31) приводит 35 
к следующему: 36 

при 𝑲 = 𝟎: 37 
𝑌(0) = 𝐶+(0); (2.2.9) 38 

при 𝑲 ≥ 𝟏: 39 
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𝑌(𝐾) = − [∑𝐶(𝑙) ∙ 𝑌(𝐾 − 𝑙)

𝐾

𝑙=1

] ∙ 𝐶+(0). (2.2.10) 3 

Очевидно, что (2.1.32) ≡ (2.2.9), (2.1.33) ≡ (2.2.10),  что и должно было быть. Следо-4 
вательно, и в этом случае матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 можно определить в соответствии с (2.1.26). 5 

2.3 Разработка аналитических и численно-аналитических методов, основанных 6 
на 3-ем условии Мура-Пенроуза 7 

Пусть имеется матрица 𝐴(𝑡) ∈ ℂ𝑚×𝑛, для которой имеет место разложение (2.1.2). В 8 
этом случае обобщенная обратная матрица 𝐴+(𝑡) ∈ ℂ𝑛×𝑚, для которой имеет место разложе-9 
ние 10 

𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚 = 𝑋1(𝑡)𝑛𝑥𝑚 + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)𝑛𝑥𝑚. (2.3.1) 11 
I. Аналитическое решение (2-ой вариант) 12 
Соотношение (1.2.3) умножив на матрицу 𝐴(𝑡) справа, получим: 13 

[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ ∙ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡), 14 
а с учетом (1.2.1) – представление 15 

[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ ∙ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡). (2.3.2) 16 
Тогда соотношение (1.2.3) с учетом разложений (2.1.2) и (2.3.1) примет вид: 17 

[𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)] = 18 
= [[𝑋1

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴1
𝑇(𝑡) − 𝑋2

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡)] − 𝑗 ∙ [𝑋1

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴2
𝑇(𝑡) + 𝑋2

𝑇(𝑡) ∙ 𝐴1
𝑇(𝑡)]] ∙ [𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)], 19 

или 20 

[[
𝑋1

𝑇(𝑡) −𝑋2
𝑇(𝑡)

−𝑋2
𝑇(𝑡) −𝑋1

𝑇(𝑡)
] ∙ [

𝐴1
𝑇(𝑡) 𝐴2

𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) −𝐴1

𝑇(𝑡)
] − 𝐸] ∙ [

𝐴1(𝑡)

𝐴2(𝑡)
] = [

0
0
]. 21 

С учетом того, что 𝐴1(𝑡) ≠ 0, 𝐴2(𝑡) ≠ 0, отсюда имеем:  22 

[
𝑋1

𝑇(𝑡) −𝑋2
𝑇(𝑡)

−𝑋2
𝑇(𝑡) −𝑋1

𝑇(𝑡)
] ∙ [

𝐴1
𝑇(𝑡) 𝐴2

𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) −𝐴1

𝑇(𝑡)
] = 𝐸: (2.3.3) 23 

Следовательно, аналитическое решение выглядит так: 24 

[
𝑋1

𝑇(𝑡) −𝑋2
𝑇(𝑡)

−𝑋2
𝑇(𝑡) −𝑋1

𝑇(𝑡)
] = [

𝐴1
𝑇(𝑡) 𝐴2

𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) −𝐴1

𝑇(𝑡)
]

+

, (2.3.4) 25 

откуда, в соответствии с разложением (2.3.1) получим и обобщенную обратную матрицу 26 
𝐴+(𝑡), используя матричные блоки 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡). 27 

II. Численно-аналитическое решение 28 
В качестве основного математического аппарата воспользуемся дифференциальными 29 

преобразованиями (2.1.14) и (2.1.16), и блочно-матричное представление (2.3.3) переведем 30 
из области оригиналов в область дифференциальных изображений. При этом будем иметь: 31 

∑[
𝑋1

𝑇(𝑙) −𝑋2
𝑇(𝑙)

−𝑋2
𝑇(𝑙) −𝑋1

𝑇(𝑙)
] ∙ [

𝐴1
𝑇(𝑘 − 𝑙) 𝐴2

𝑇(𝑘 − 𝑙)

𝐴2
𝑇(𝑘 − 𝑙) −𝐴1

𝑇(𝑘 − 𝑙)
] = 𝐸 ∙ 𝛿(𝐾)

𝐾

𝑙=0

, 𝛿(𝐾) = {
1, если 𝐾 = 0,
0, если 𝐾 ≠ 0.

 (2.3.5) 32 

Отсюда:  33 
при 𝑲 = 𝟎: 34 

[
𝑋1

𝑇(0) −𝑋2
𝑇(0)

−𝑋2
𝑇(0) −𝑋1

𝑇(0)
] = [

𝐴1
𝑇(0) 𝐴2

𝑇(0)

𝐴2
𝑇(0) −𝐴1

𝑇(0)
]

+

; (2.3.6) 35 

при 𝑲 ≥ 𝟏: 36 

[
𝑋1

𝑇(𝐾) −𝑋2
𝑇(𝐾)

−𝑋2
𝑇(𝐾) −𝑋1

𝑇(𝐾)
] = 37 



13 

= −[∑ [
𝑋1

𝑇(𝑙) −𝑋2
𝑇(𝑙)

−𝑋2
𝑇(𝑙) −𝑋1

𝑇(𝑙)
] ∙ [

𝐴1
𝑇(𝑘 − 𝑙) 𝐴2

𝑇(𝑘 − 𝑙)

𝐴2
𝑇(𝑘 − 𝑙) −𝐴1

𝑇(𝑘 − 𝑙)
]

𝐾−1

𝑙=0

] ∙ [
𝐴1

𝑇(0) 𝐴2
𝑇(0)

𝐴2
𝑇(0) −𝐴1

𝑇(0)
]
+

. (2.3.7) 3 

Итак, имея блочно-матричные дискреты (2.3.6) и (2.3.7), с учетом (2.1.16) можно вос-4 
становить блоки 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡) или численно-аналитическое решение 𝐴+(𝑡) согласно (2.3.1). 5 

2.4 Разработка аналитических и численно-аналитических методов, основанных 6 
на 4-ом условии Мура-Пенроуза 7 

Пусть имеется матрица 𝐴(𝑡) ∈ ℂ𝑚×𝑛, для которой имеет место разложение (2.1.2). В 8 
этом случае обобщенная обратная матрица 𝐴+(𝑡) ∈ ℂ𝑛×𝑚, для которой имеет место разложе-9 
ние (2.3.1). 10 

I. Аналитическое решение 11 
2-ой вариант 12 
Соотношение (1.2.4) умножив на матрицу 𝐴(𝑡) слева получим 13 

𝐴(𝑡) ∙ [𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡), 14 
а с учетом (1.2.1) – представление 15 

𝐴(𝑡) ∙ [𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ = 𝐴(𝑡). (2.4.1) 16 
Тогда соотношение (2.4.1) с учетом разложений (2.1.2) и (2.3.1) примет вид: 17 

[𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)] ∙ [[𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] ∙ [𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)]]
∗
= 𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡) 18 

или 19 

[𝐴1(𝑡) 𝐴2(𝑡)] ∙ [𝐸 − [
𝐴1

𝑇(𝑡) −𝐴2
𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) 𝐴1

𝑇(𝑡)
] ∙ [

𝑋1
𝑇(𝑡) −𝑋2

𝑇(𝑡)

𝑋2
𝑇(𝑡) 𝑋1

𝑇(𝑡)
]] = [0 0]. 20 

                                     𝑚𝑥2𝑛          2𝑛𝑥2𝑛        2𝑛𝑥2𝑚                  2𝑚𝑥2𝑛                  𝑚𝑥2𝑛 21 
С учетом того, что 𝐴1(𝑡) ≠ 0, 𝐴2(𝑡) ≠ 0, отсюда имеем:  22 

[
𝐴1

𝑇(𝑡) −𝐴2
𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) 𝐴1

𝑇(𝑡)
] ∙ [

𝑋1
𝑇(𝑡) −𝑋2

𝑇(𝑡)

𝑋2
𝑇(𝑡) 𝑋1

𝑇(𝑡)
] = 𝐸. (2.4.2) 23 

                                                        2𝑛𝑥2𝑚                   2𝑚𝑥2𝑛           2𝑛𝑥2𝑛 24 
Следовательно, аналитическое решение выглядит так:  25 

[
𝑋1

𝑇(𝑡) −𝑋2
𝑇(𝑡)

𝑋2
𝑇(𝑡) 𝑋1

𝑇(𝑡)
] = [

𝐴1
𝑇(𝑡) −𝐴2

𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) 𝐴1

𝑇(𝑡)
]

+

, (2.4.3) 26 

                                                      2𝑚𝑥2𝑛                       2𝑚𝑥2𝑛 27 
откуда в соответствии с разложением (2.3.1) получим и обобщенную обратную матрицу 28 
𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚, используя матричные блоки 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡). 29 

3-ий вариант 30 
Соотношение (1.2.4) умножив на матрицу 𝐴+(𝑡) справа получим 31 

[𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ ∙ 𝐴+(𝑡) = 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡), 32 
а с учетом (1.2.2) – представление 33 

[𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ ∙ 𝐴+(𝑡) = 𝐴+(𝑡). (2.4.4) 34 
Тогда соотношение (2.4.4) с учетом разложений (2.1.2) и (2.3.1) примет вид: 35 

[[𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] ∙ [𝐴1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝐴2(𝑡)]]
∗
∙ [𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] = [𝑋1(𝑡) + 𝑗 ∙ 𝑋2(𝑡)] 36 

или 37 
 38 

[𝑋1(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡) − 𝑋2(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡)]
𝑇 − 𝑗 ∙ [𝑋2(𝑡) ∙ 𝐴1(𝑡) + 𝑋1(𝑡) ∙ 𝐴2(𝑡)]

𝑇 = 𝐸. 39 
Последнюю можно представить в виде 40 
 41 
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а)  3 
 4 

[
𝐴1

𝑇(𝑡) −𝐴2
𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) 𝐴1

𝑇(𝑡)
] ∙ [

𝑋1
𝑇(𝑡)

𝑋2
𝑇(𝑡)

] = [
𝐸
0
] , (2.4.5) 5 

откуда 6 

[
𝑋1

𝑇(𝑡)

𝑋2
𝑇(𝑡)

] = [
𝐴1

𝑇(𝑡) −𝐴2
𝑇(𝑡)

𝐴2
𝑇(𝑡) 𝐴1

𝑇(𝑡)
]

+

∙ [
𝐸
0
] , (2.4.6) 7 

                                                            2𝑚𝑥𝑛               2𝑚𝑥2𝑛             2𝑛𝑥𝑛              8 
или в виде 9 

б)  10 
 11 

[𝐴1
𝑇(𝑡) 𝐴2

𝑇(𝑡)]  ∙ [
𝑋1

𝑇(𝑡) 𝑋2
𝑇(𝑡)

−𝑋2
𝑇(𝑡) 𝑋1

𝑇(𝑡)
] = [𝐸 0], (2.4.7) 12 

откуда 13 

[
𝑋1

𝑇(𝑡) 𝑋2
𝑇(𝑡)

−𝑋2
𝑇(𝑡) 𝑋1

𝑇(𝑡)
] = [𝐴1

𝑇(𝑡) 𝐴2
𝑇(𝑡)]+  ∙ [𝐸 0]. (2.4.8) 14 

                                                                 2𝑚𝑥2𝑛                      2𝑚𝑥𝑛                 𝑛𝑥2𝑛 15 
Итак, имея матричные блоки 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡), в соответствии с (2.3.1) можно опреде-16 

лить и обобщенную обратную матрицу 𝐴+(𝑡)𝑛𝑥𝑚. 17 
II. Численно-аналитическое решение 18 
1-ый вариант 19 
В качестве основного математического аппарата воспользуемся дифференциальными 20 

преобразованиями (2.1.12) и (2.1.13), и блочно-матричное представление (2.4.2) переведем 21 
из области оригиналов в область дифференциальных изображений. При этом будем иметь: 22 

∑[
𝐴1

𝑇(𝑙) −𝐴2
𝑇(𝑙)

𝐴2
𝑇(𝑙) 𝐴1

𝑇(𝑙)
] ∙ [

𝑋1
𝑇(𝑘 − 𝑙) −𝑋2

𝑇(𝑘 − 𝑙)

𝑋2
𝑇(𝑘 − 𝑙) 𝑋1

𝑇(𝑘 − 𝑙)
] = 𝐸 ∙ 𝛿(𝐾)

𝐾

𝑙=0

, 𝛿(𝐾) = {
1, если 𝐾 = 0,
0, если 𝐾 ≠ 0.

(2.4.9) 23 

                          2𝑚𝑥2𝑛                               2𝑛𝑥2𝑚                  2𝑚𝑥2𝑚  24 
Отсюда: 25 

при 𝑲 = 𝟎: 26 

[
𝑋1

𝑇(0) −𝑋2
𝑇(0)

𝑋2
𝑇(0) 𝑋1

𝑇(0)
] = [

𝐴1
𝑇(0) −𝐴2

𝑇(0)

𝐴2
𝑇(0) 𝐴1

𝑇(0)
]

+

∙ 𝐸; (2.4.10) 27 

                                                         2𝑚𝑥2𝑛                        2𝑚𝑥2𝑛            2𝑛𝑥2𝑛 28 
при 𝑲 ≥ 𝟏:  29 

[
𝑋1

𝑇(𝐾) −𝑋2
𝑇(𝐾)

𝑋2
𝑇(𝐾) 𝑋1

𝑇(𝐾)
]
2𝑚𝑥2𝑛

= −[
𝐴1

𝑇(0) −𝐴2
𝑇(0)

𝐴2
𝑇(0) 𝐴1

𝑇(0)
]

+

2𝑚𝑥2𝑛

× 30 

× [∑[
𝐴1

𝑇(𝑙) −𝐴2
𝑇(𝑙)

𝐴2
𝑇(𝑙) 𝐴1

𝑇(𝑙)
]
 2𝑛𝑥2𝑚

∙ [
𝑋1

𝑇(𝑘 − 𝑙) −𝑋2
𝑇(𝑘 − 𝑙)

𝑋2
𝑇(𝑘 − 𝑙) 𝑋1

𝑇(𝑘 − 𝑙)
]
2𝑚𝑥2𝑛

𝐾

𝑙=1

] . (2.4.11) 31 

2-ой вариант 32 
Блочно-матричное представление (2.4.5) переведем из области оригиналов в область 33 

дифференциальных изображений. При этом будем иметь: 34 

∑[
𝐴1

𝑇(𝑙) −𝐴2
𝑇(𝑙)

𝐴2
𝑇(𝑙) 𝐴1

𝑇(𝑙)
] ∙ [

𝑋1
𝑇(𝑘 − 𝑙)

𝑋2
𝑇(𝑘 − 𝑙)

] = [
𝐸
0
] ∙ 𝛿(𝐾)

𝐾

𝑙=0

. (2.4.12) 35 

                                                                                             2𝑛𝑥2𝑚                           2𝑚𝑥𝑛                  2𝑛𝑥𝑛 36 
Отсюда: 37 

при 𝑲 = 𝟎: 38 



15 

[
𝑋1

𝑇(0)

𝑋2
𝑇(0)

] = [
𝐴1

𝑇(0) −𝐴2
𝑇(0)

𝐴2
𝑇(0) 𝐴1

𝑇(0)
]

+

∙ [
𝐸
0
] , (2.4.13) 3 

                                                          2𝑚𝑥𝑛                2𝑚𝑥2𝑛            2𝑛𝑥𝑛 4 

при 𝑲 ≥ 𝟏: 5 

[
𝑋1

𝑇(𝐾)

𝑋2
𝑇(𝐾)

] = − [
𝐴1

𝑇(0) −𝐴2
𝑇(0)

𝐴2
𝑇(0) 𝐴1

𝑇(0)
]
+

∙ [∑[
𝐴1

𝑇(𝑙) −𝐴2
𝑇(𝑙)

𝐴2
𝑇(𝑙) 𝐴1

𝑇(𝑙)
] ∙ [

𝑋1
𝑇(𝑘 − 𝑙)

𝑋2
𝑇(𝑘 − 𝑙)

]

𝐾

𝑙=1

] . (2.4.14) 6 

                      2𝑚𝑥𝑛                  2𝑚𝑥2𝑛                               2𝑛𝑥2𝑚                 2𝑚𝑥𝑛 7 
Итак, имея блочно-матричные дискреты (2.4.10) - (2.4.14), с учетом (2.1.15) можно 8 

восстановить блоки 𝑋1(𝑡) и 𝑋2(𝑡) или численно-аналитическое решение 𝐴+(𝑡) согласно 9 
(2.3.1). 10 

2.5 Расчет погрешностей в случае численно-аналитических методов 11 
В диссертации для оценки точности вычисления ООО матрицы Мура-Пенроуза ис-12 

пользуется методология, основанная на евклидовой норме: 13 

‖𝐴‖2 ≤ (∑∑𝑎𝑖𝑗
2

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

)

1 2⁄

. 14 

После вычисления комплексной ООО матрицы Мура-Пенроуза 𝐴+(𝑡) любым из 15 
численно-аналитических методов в соответствии с условиями (1.2.1) – (1.2.4), нужно: 16 

1) вычислить разницу между левой и правой сторонами каждого из условий (1.2.1) 17 
– (1.2.4) для матриц 𝐴(𝑡) и 𝐴+(𝑡): 18 

∆1(𝑡) = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) − 𝐴(𝑡), (2.5.1) 19 
∆2(𝑡) = 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) − 𝐴+(𝑡), (2.5.2) 20 
∆3(𝑡) = [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ − 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡), (2.5.3) 21 
∆4(𝑡) = [𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ − 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡), (2.5.4) 22 

2) вычислить евклидову норму каждой из разностей: 23 
𝐸1(𝑡) = ‖∆1(𝑡)‖2, (2.5.5) 24 
𝐸2(𝑡) = ‖∆2(𝑡)‖2, (2.5.6) 25 
𝐸3(𝑡) = ‖∆3(𝑡)‖2, (2.5.7) 26 
𝐸4(𝑡) = ‖∆4(𝑡)‖2, (2.5.8) 27 

3) вычислить значение каждой из евклидовых норм (таблица 1) в центре аппрок-28 
симации 𝑡𝜗, а также в точках 𝑡𝜗 − 0.1 и 𝑡𝜗 + 0.1. 29 

Таблица 1 30 
Таблица погрешностей 31 

𝒕 (1.2.1) условие (1.2.2) условие (1.2.3) условие (1.2.4) условие 

𝑡𝜗 − 0.1 𝐸1(𝑡𝜗 − 0.1) 𝐸2(𝑡𝜗 − 0.1) 𝐸3(𝑡𝜗 − 0.1) 𝐸4(𝑡𝜗 − 0.1) 

𝑡𝜗 𝐸1(𝑡𝜗) 𝐸2(𝑡𝜗) 𝐸3(𝑡𝜗) 𝐸4(𝑡𝜗) 

𝑡𝜗 + 0.1 𝐸1(𝑡𝜗 + 0.1) 𝐸2(𝑡𝜗 + 0.1) 𝐸3(𝑡𝜗 + 0.1) 𝐸4(𝑡𝜗 + 0.1) 

В конце главы приведены основные выводы относительно разработанных аналити-32 
ческих и численно-аналитических декомпозиционных методов. 33 

В третьей главе «РАЗРАБОТКА ПАКЕТА ПРИКЛАДНЫХ ПРОГРАММ» пред-34 
ставлена архитектура ППП на основе разработанных аналитических и численно-35 
аналитических декомпозиционных методов определения комплекцных ООО матриц Мура-36 
Пенроуза. Далее, разработан сам ППП на языке программирования Python. Для выполнения 37 
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математических операций, работы с матрицами и символических вычислений используется 3 
библиотека SymPy. Графический интерфейс ППП создан с использованием библиотеки 4 
PyQt. 5 

При запуске ППП открывается его главное окно, состоящее из 2 вкладок. Меню в пра-6 
вом верхнем углу окна позволяет изменить язык приложения, выбрав один из следующих 7 
языков: армянский, английский или русский. Вкладка «Основные операции» предназначе-8 
на для выполнения базовых матричных операций с введенной матрицей (вычисление опре-9 
делителя, транспонирование матрицы, вычисление обратной матрицы (если она сущест-10 
вует)). При вводе элементов матрицы: 11 

❖ символ «I» соответствует мнимой единице, 12 
❖ знак умножения (∗) должен быть указан явно, 13 
❖ степень переменной записывается в стиле Python (например: 𝑡2 → 𝑡 ∗∗ 2), 14 
❖ если числитель и/или знаменатель дроби являются литеральными выражениями, 15 

они должны быть заключены в скобки (например: −
𝑗

2𝑡
→ −𝐼/(2 ∗ 𝑡)). 16 

Вкладка «Обобщенная обратная» (рис. 1) предназначена для вычисления ООО матри-17 
цы в соответствии с условиями Мура-Пенроуза (1.2.1) – (1.2.4). 18 

 19 
Рис. 1. Вкладка «Обобщенная обратная» 20 

Вкладка позволяет ввести количество строк и столбцов матрицы, значения параметров 21 
𝐾, 𝑡𝜗 и 𝐻, а также элементы матрицы, количество которых меняется в зависимости от значе-22 
ний строк и столбцов, а ввод осуществляется с использованием тех же правил и стиля, что 23 
и на вкладке «Основные операции». 24 

Для вычисления ООО матрицы с использованием численно-аналитических методов в 25 
соответствии с условиями Мура-Пенроуза, вкладка содержит кнопки, соответствующие 4 26 
условиям, которые активируются при вводе всех элементов матрицы. Кроме того, вкладка 27 
также предоставляет возможность вычисления ООО матрицы с использованием аналити-28 
ческих методов условий (1.2.1) и (1.2.2). 29 

Если количество строк или столбцов матрицы больше 10, то ее элементы необходимо 30 
ввести с помощью кнопки «Загрузить матрицу из файла», которая предназначена для чте-31 
ния матрицы из текстового файла с расширением *.txt и записи ее элементов в соответст-32 
вующие поля ввода. При этом элементы матрицы в текстовом файле должны быть записа-33 
ны в соответствии с вышеупомянутыми правилами и стилем, построчно и с разделением 34 
пробелами. 35 

Если хотя бы один из элементов матрицы введен, активируется кнопка «Очистить поля 36 
матрицы», которая позволяет очистить поля ввода элементов матрицы и деактивировать 37 
кнопки 4 условий. 38 
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После вычисления ООО матрицы с использованием любого из условий (1.2.1) – (1.2.4), 3 
результат отображается в блоках, показанных справа от входной матрицы, причем их коли-4 
чество меняется в зависимости от размера входной матрицы. Кроме того, после вычисления 5 
ООО матрицы также активируется кнопка: 6 

❖ «Показать шаги вычисления», которая отображает шаги вычисления комплексной 7 
ООО матрицы Мура-Пенроуза в отдельном окне в зависимости от выбранного метода и 8 
языка ППП, 9 

❖ «Экспорт шагов вычисления в PDF» позволяет сгенерировать PDF-файл на основе 10 
шагов вычислений ООО матрицы в зависимости от выбранного метода и языка ППП, 11 

❖ «Показать погрешности», которая отображает ошибки вычислений численно-12 
аналитических методов согласно таблице 1 в зависимости от выбранного метода и языка 13 
ППП. 14 

В случае необходимости, ППП может быть легко дополнен другими методами опреде-15 
ления комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза и доработан необходимыми функцио-16 
нальными возможностями. 17 

В четвертой главе «ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ» решены: 18 
❖ модельные примеры с: 19 

1) комплексной однопараметрической недоопределенной матрицей 20 

𝐴𝑚×𝑛(𝑡) = [
𝑡 − 1 + 𝑗(𝑡2 + 1) 𝑡2 −5𝑡 + 𝑗(3𝑡 − 2)

𝑗𝑡 𝑡 + 1 + 5𝑗 −2𝑡𝑗
] , 𝑚 = 2, 𝑛 = 3. 21 

Для входной матрицы 𝐴(𝑡) при значениях параметров 𝐾 = 3, 𝑡𝜗 = 0,𝐻 = 1 полученная комп-22 
лексная ООО матрица 𝐴+(𝑡) согласно численно-аналитическому методу условий:  23 

1. (1.2.1) или (1.2.2) удовлетворяет условиям (1.2.1) – (1.2.4) с погреш-24 
ностью не более 10−2. При использовании 𝐾 = 0,9̅̅ ̅̅  матричных дискретов эта погрешность 25 
достигает 10−7, 26 

2. (1.2.3) или (1.2.4) удовлетворяет условиям (1.2.1) – (1.2.4) с погреш-27 
ностью не более 10−2 и выглядит так: 28 

𝐴𝑛×𝑚
+ (𝑡) =29 

= [

1.1019𝑡2 + 0.1111𝑡 + 𝑗(−0.3796𝑡2 − 0.5𝑡 − 0.1667) − 0.1667 0.0385𝑡2 − 0.0256𝑗𝑡2

−0.3376𝑡2 + 𝑗(0.1880𝑡2 + 0.1667𝑡) −0.0042𝑡2 + 0.0355𝑡 + 𝑗(0.0063𝑡2 + 0.0148𝑡 − 0.1923) + 0.0385

−1.4815𝑡2 − 0.6111𝑡 + 𝑗(−0.7222𝑡2 + 0.3889𝑡 + 0.3333) −0.0641𝑡2 − 0.0128𝑗𝑡2

]. 30 

При использовании 𝐾 = 0,9̅̅ ̅̅  матричных дискретов эта погрешность достигает 10−7. 31 
2) комплексной однопараметрической определенной матрицей 32 

𝐴𝑚×𝑛(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 −

𝑗

2𝑡
−

1

3𝑡
0 0 0 0 0 0 0

𝑗

2𝑡
0 0 −

1

2𝑡
0 0 0 0 0 0

1

3𝑡
0 0 −

𝑗

3𝑡
−

1

3𝑡
0 0 0 0 0

0
1

2𝑡

𝑗

3𝑡
0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

3𝑡
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
𝑗

2𝑡
−

1

3𝑡
0 0

0 0 0 0 0 −
𝑗

2𝑡
0 0 −

1

2𝑡
0

0 0 0 0 0
1

3𝑡
0 0

𝑗

3𝑡
−

1

3𝑡

0 0 0 0 0 0
1

2𝑡
−

𝑗

3𝑡
0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

3𝑡
0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑚 =  𝑛 = 10. 33 



18 

Для входной матрицы 𝐴(𝑡) при значениях параметров 𝐾 = 3, 𝑡𝜗 = 1,𝐻 = 1 полученная комп- 3 
лексная ООО матрица 𝐴+(𝑡) согласно численно-аналитическим методам условий (1.2.1) – 4 
(1.2.4) точно удовлетворяет всем условиям и выглядит так: 5 

𝐴𝑛×𝑚
+ (𝑡) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 −𝑗𝑡 𝑡 0 0 0 0 0 0 0
𝑗𝑡 0 0 𝑡 0 0 0 0 0 0
−𝑡 0 0 −𝑗𝑡 𝑡 0 0 0 0 0
0 −𝑡 𝑗𝑡 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −𝑡 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 𝑗𝑡 𝑡 0 0
0 0 0 0 0 −𝑗𝑡 0 0 𝑡 0
0 0 0 0 0 −𝑡 0 0 𝑗𝑡 𝑡
0 0 0 0 0 0 −𝑡 −𝑗𝑡 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −𝑡 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 6 

3) комплексной однопараметрической переопределенной матрицей 7 

𝐴𝑚𝑥𝑛(𝑡) =

[
 
 
 

1 1 − 𝑗𝑡

𝑡 −𝑗𝑡2

𝑡2 𝑗𝑡
1 + 𝑗𝑡 −𝑗𝑡 ]

 
 
 

, 𝑚 = 4, 𝑛 = 2. 8 

Для входной матрицы 𝐴(𝑡) при значениях параметров 𝐾 = 3, 𝑡𝜗 = 0,𝐻 = 1 полученная комп-9 
лексная ООО матрица 𝐴+(𝑡) согласно численно-аналитическому методу условий:  10 

1. (1.2.1) или (1.2.2) удовлетворяет условиям (1.2.1) – (1.2.4) с погреш-11 
ностью не более 10−2. При использовании 𝐾 = 0,9̅̅ ̅̅  матричных дискретов эта погрешность 12 
достигает 10−7, 13 

2. (1.2.3) или (1.2.4) удовлетворяет условиям (1.2.1) – (1.2.4) с погреш-14 
ностью не более 10−2 и выглядит так: 15 

𝐴𝑛×𝑚
+ (𝑡) = [

𝑡2 + 𝑗𝑡 0 0 −3𝑡2 − 2𝑗𝑡 + 1

1 − 𝑡2 0 0 2𝑡2 + 𝑗𝑡 − 1
]. 16 

При использовании 𝐾 = 0,9̅̅ ̅̅  матричных дискретов эта погрешность достигает 10−7. 17 
❖ практический пример с комплексной однопараметрической определенной косо- 18 

симметричной матрицей 19 

𝐴𝑚×𝑛(𝑡) = [

0 −𝑗𝑡 𝑡2

𝑗𝑡 0 −𝑗𝑡

−𝑡2 𝑗𝑡 0

] ,𝑚 = 3, 𝑛 = 3. 20 

Для входной матрицы 𝐴(𝑡) при значениях параметров 𝐾 = 3, 𝑡𝜗 = 1,𝐻 = 1 полученная комп-21 
лексная ООО матрица 𝐴+(𝑡) согласно численно-аналитическому методу условий:  22 

1. (1.2.1) или (1.2.2) удовлетворяет условиям (1.2.1) – (1.2.4) с погреш-23 
ностью не более 10−2. При использовании 𝐾 = 0,9̅̅ ̅̅  матричных дискретов эта погрешность 24 
достигает 10−7, 25 

2. (1.2.3) или (1.2.4) удовлетворяет условиям (1.2.1) – (1.2.4) с погреш-26 
ностью не более 10−2 и выглядит так: 27 

𝐴𝑛×𝑚
+ (𝑡) = 28 

= [

0 𝑗(0.4444𝑡 − 0.4815(𝑡 − 1)2 − 0.7778) 0.4444𝑡 − 0.4815(𝑡 − 1)2 − 0.7778

𝑗(−0.4444𝑡 + 0.4815(𝑡 − 1)2 + 0.7778) 0 𝑗(0.4444𝑡 − 0.4815(𝑡 − 1)2 − 0.7778)

−0.4444𝑡 + 0.4815(𝑡 − 1)2 + 0.7778 𝑗(−0.4444𝑡 + 0.4815(𝑡 − 1)2 + 0.7778) 0

]. 29 

При использовании 𝐾 = 0,9̅̅ ̅̅  матричных дискретов эта погрешность достигает 10−7. 30 
Далее в главе представлен сравнительный анализ программных реализаций числен-31 

но-аналитических декомпозиционных методов определения комплексных ООО матриц 32 
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Мура-Пенроуза по зависимости времени выполнения (рис. 2) и используемой памяти (рис. 3 
3) от количества матричных дискретов и размера входной матрицы. 4 
  5 

 6 
Рис. 2. Зависимость времени выполнения от количества матричных дискретов (слева) и 7 

размера входной матрицы (справа) 8 

Показано, что с увеличением числа матричных дискретов точность определения 9 
обобщенной обратной матрицы возрастает, однако при этом используются большие вычис-10 
лительные ресурсы. 11 

 12 
Рис. 3. Зависимость используемой памяти от количества матричных дискретов (слева) и 13 

размера входной матрицы (справа) 14 

В конце главы приведены основные выводы экспериментальных исследований раз-15 
работанного ППП. 16 
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ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИОННОЙ РАБОТЫ 3 

1. Разработаны и реализованы аналитические и численно-аналитические декомпози-4 
ционные методы определения комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза, основанные 5 
на условии Мура-Пенроуза 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡) и дифференциальных преобразо-6 
ваниях [1], [2], [6]. 7 

2. Разработаны и реализованы аналитические и численно-аналитические декомпози-8 
ционные методы определения комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза, основанные 9 
на условии Мура-Пенроуза 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) = 𝐴+(𝑡) и дифференциальных преобразо-10 
ваниях [1], [2], [7]. 11 

3. Разработаны 3 варианта аналитических декомпозиционных методов определения ком-12 
плексных ООО матриц Мура-Пенроуза, основанные на условии Мура-Пенроуза 13 
[𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡). Численно-аналитические методы разработаны и реализова-14 
ны на основе 2-го аналитического решения, а в качестве основного математического 15 
аппарата использован метод дифференциальных преобразований [3], [8]. 16 

4. Разработаны 3 варианта аналитических декомпозиционных методов определения ком-17 
плексных ООО матриц Мура-Пенроуза, основанные на условии Мура-Пенроуза 18 
[𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ = 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡). Численно-аналитические методы разработаны и реализова-19 
ны на основе 2-го и 3-го аналитических решений, а в качестве основного математичес-20 
кого аппарата использован метод дифференциальных преобразований [4], [9]. 21 

5. Разработан удобный и доступный пользовательский ППП, включающий вкладки для 22 
основных матричных операций с однопараметрическими матрицами и для вычисления 23 
ООО матрицы Мура-Пенроуза, функциональные возможности которых реализованы с 24 
использованием библиотеки SymPy. Использование компонентов библиотеки PyQt 25 
обеспечило стабильную, быструю и удобную графическую среду [5], [10]. 26 

6. Исследование еще раз подтвердило, что с помощью метода дифференциальных преоб-27 
разований можно решить сложно решаемую задачу определения обобщенной обрат-28 
ной матрицы Мура-Пенроуза для комплексных однопараметрических матриц путем 29 
создания автоматизированной системы, предоставляющей несколько вариантов вы-30 
полнения вычислений, а также широкие возможности отслеживать их ход [10]. 31 

Предлагается: 32 

1. Разработка новых аналитических декомпозиционных методов определения комплекс-33 
ных ООО матриц Мура-Пенроуза, основанных на известных 4-х условиях Мура-34 
Пенроуза для однопараметрических матриц. 35 

2. Разработка новых численно-аналитических декомпозиционных методов определения 36 
комплексных ООО матриц Мура-Пенроуза, основанных на соответствующих аналити-37 
ческих методах и дифференциальных преобразованиях. 38 

3. Разработка удобного и современного ППП на основе современных информационных 39 
технологий с широкими вычислительными возможностями, который может эффектив-40 
но использоваться в различных научных исследованиях, а также для решения различ-41 
ных прикладных задач образовательной сферы. 42 
 43 

 44 

 45 
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ԵԶՐԱՀԱՆԳՈՒՄ ԵՎ ԱՌԱՋԱՐԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ 3 

1. Մշակվել և իրագործվել են Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդ-4 
հանրացված հակադարձ մատրիցների որոշման դեկոմպոզիցիոն անալիտիկ և թվա-5 
անալիտիկ եղանակներ, որոնք հիմնված են Մուր-Պենրոուզի 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡) 6 
պայմանի և դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա [1], [2], [6]: 7 

2. Մշակվել և իրագործվել են Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդ-8 
հանրացված հակադարձ մատրիցների որոշման դեկոմպոզիցիոն անալիտիկ և թվա-9 
անալիտիկ եղանակներ, որոնք հիմնված են Մուր-Պենրոուզի 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) = 10 
= 𝐴+(𝑡) պայմանի և դիֆերենցիալ ձևափոխությունների վրա [1], [2], [7]: 11 

3. Մշակվել են Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրացված հա-12 
կադարձ մատրիցների որոշման դեկոմպոզիցիոն անալիտիկ եղանակների 3 տարբե-13 
րակ, որոնք հիմնված են Մուր-Պենրոուզի [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) պայմանի վրա: 14 
Թվա-անալիտիկ եղանակները մշակվել և իրագործվել են 2-րդ անալիտիկ լուծման 15 
հիման վրա, իսկ որպես հիմնական մաթեմատիկական ապարատ օգտագործվել է 16 
դիֆերենցիալ ձևափոխությունների մեթոդը [3], [8]: 17 

4. Մշակվել են Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրացված հա-18 
կադարձ մատրիցների որոշման դեկոմպոզիցիոն անալիտիկ եղանակների 3 տարբե-19 
րակ, որոնք հիմնված են Մուր-Պենրոուզի [𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ = 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) պայմանի վրա: 20 
Թվա-անալիտիկ եղանակները մշակվել և իրագործվել են 2-րդ և 3-րդ անալիտիկ լու-21 
ծումների հիման վրա, իսկ որպես հիմնական մաթեմատիկական ապարատ օգտա-22 
գործվել է դիֆերենցիալ ձևափոխությունների մեթոդը [4], [9]: 23 

5. Մշակվել է օգտագործողի համար հարմարավետ և մատչելի կիրառական ծրագրերի 24 
փաթեթ, որը ներառում է միապարամետրական մատրիցների հետ հիմնական մատ-25 
րիցային գործողությունների և Մուր-Պենրոուզի ընդհանրացված հակադարձի հաշ-26 
վարկի ներդիրները, որոնց ֆունկցիոնալ հնարավորություններն իրականացվել են 27 
SymPy գրադարանի միջոցով: PyQt գրադարանի բաղադրիչների կիրառումն ապահո-28 
վել է կայուն, արագ աշխատող և հեշտ կիրառելի գրաֆիկական միջավայր [5], [10]: 29 

6. Հետազոտության մեջ ևս մեկ անգամ հիմնավորվել է, որ դիֆերենցիալ ձևափոխու-30 
թյունների մեթոդի կիրառմամբ հնարավոր է լուծել կոմպլեքս միապարամետրական 31 
մատրիցների Մուր-Պենրոուզի ընդհանրացված հակադարձ մատրիցը գտնելու 32 
դժվարալուծ խնդիրը՝ ստեղծելով ավտոմատացված համակարգ, որը տրամադրում է 33 
հաշվարկի իրականացման մի քանի տարբերակ, ինչպես նաև դրա ընթացքին 34 
հետևելու լայն հնարավորություններ [10]: 35 

Առաջարկվում է՝ 36 

1. Մշակել Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրացված հակա-37 
դարձ մատրիցների որոշման նոր անալիտիկ դեկոմպոզիցիոն եղանակներ, որոնք 38 
հիմնված են Մուր-Պենրոուզի հայտնի 4 պայմանների վրա՝ միապարամետրական 39 
մատրիցների համար: 40 

2. Մշակել Մուր-Պենրոուզի կոմպլեքս միապարամետրական ընդհանրացված հակա-41 
դարձ մատրիցների որոշման նոր թվա-անալիտիկ դեկոմպոզիցիոն եղանակներ, 42 
որոնք հիմնված են համապատասխան անալիտիկ եղանակների և դիֆերենցիալ ձևա-43 
փոխությունների վրա: 44 

3. Մշակել օգտագործողի համար հարմարավետ և ժամանակակից տեղեկատվական 45 
տեխնոլոգիաների վրա հիմնված ու հաշվողական լայն հնարավորություններով օժտ-46 
ված կիրառական ծրագրերի փաթեթ, որը արդյունավետորեն կարող է օգտագործվել 47 
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ինչպես տարբեր գիտական հետազոտություններում, այնպես էլ կրթական ոլորտի 3 
զանազան կիրառական խնդիրներում: 4 

CONCLUSION 5 
1. Analytical and numerical-analytical decomposition methods for determining complex one-6 

parameter generalized inverse Moore-Penrose matrices have been developed and implement-7 
ted, which are based on the Moore-Penrose 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡) condition and the dif-8 
ferential transformations [1], [2], [6]. 9 

2. Analytical and numerical-analytical decomposition methods for determining complex one-10 
parameter generalized inverse Moore-Penrose matrices have been developed and implement-11 
ted, which are based on the Moore-Penrose 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) = 𝐴+(𝑡) condition and the dif-12 
ferential transformations [1], [2], [7]. 13 

3. 3 variants of analytical decomposition methods for determining complex one-parameter ge-14 
neralized inverse Moore-Penrose matrices have been developed, which are based on the 15 
Moore-Penrose [𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡)]∗ = 𝐴(𝑡) ∙ 𝐴+(𝑡) condition. Numerical-analytical methods have 16 
been developed and implemented on the basis of the 2nd analytical solution, and the dif-17 
ferential transformations method has been used as the main mathematical apparatus [3], [8]. 18 

4. 3 variants of analytical decomposition methods for determining complex one-parameter ge-19 
neralized inverse Moore-Penrose matrices of have been developed, which are based on the 20 
Moore-Penrose [𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡)]∗ = 𝐴+(𝑡) ∙ 𝐴(𝑡) condition. Numerical-analytical methods have 21 
been developed and implemented based on the 2nd and 3rd analytical solutions, and the dif-22 
ferential transformations method has been used as the main mathematical apparatus [4], [9]. 23 

5. A user-friendly and accessible software application package has been developed, which inc-24 
ludes tabs for basic matrix operations with a one-parameter matrices and for calculating the 25 
generalized Moore-Penrose inverse, the functional capabilities of which have been imple-26 
mented using the SymPy library. The use the PyQt library components has provided a stable, 27 
fast, and easy-to-use graphical environment [5], [10]. 28 

6. The research once again substantiated that by using the differential transformations method, 29 
it is possible to solve the difficult-to-solve problem of finding the generalized Moore-Penrose 30 
inverse matrix of complex one-parameter matrices by creating an automated system that pro-31 
vides several options for performing the calculation, as well as extensive opportunities to 32 
monitor its progress [10]. 33 

It is proposed: 34 

1. To develop new analytical decomposition methods for determining complex one-parameter 35 
generalized inverse Moore-Penrose matrices, which are based on the 4 well-known Moore-36 
Penrose conditions for one-parameter matrices. 37 

2. To develop new numerical-analytical decomposition methods for determining complex one-38 
parameter generalized inverse Moore-Penrose matrices, which are based on the correspond-39 
ding analytical methods and differential transformations. 40 

3. To develop a user-friendly and modern information technology-based application software 41 
package with extensive computing capabilities that can be effectively used in various scien-42 
tific research, as well as in various applied problems of the educational field. 43 

 44 
 45 


