


Ատենախոսության թեման հաստատվել է ՀՀ ԳԱԱ Ինֆորմատիկայի և 
ավտոմատացման պրոբլեմների ինստիտուտում: 

Պաշտոնական ընդդիմախոսներ՝ Ալեքսանյան Արա Անանիկի 
   Նահապետյան Բորիս Սերգեյի  

Հակոբյան Յուրի Ռուբենի 

Առաջատար կազմակերպություն՝ Ռուս-հայկական համալսարան, Մաթեմատիկայի, 
ֆիզիկայի և բարձր տեխնալոգիաների ինստիտուտ 

Պաշտպանությունը կայանալու է 2026թ., հուլիսի 14-ին՝ ժամը 14։00-ին ՀՀ ԳԱԱ 
Ինֆորմատիկայի և ավտոմատացման պրոբլեմների ինստիտուտում գործող 037 
«Ինֆորմատիկա» մասնագիտական խորհրդի նիստում հետևյալ հասցեով՝ Երևան, 0014, 
Պ. Սևակի  1:   

Ատենախոսությանը կարելի է ծանոթանալ ՀՀ ԳԱԱ ԻԱՊԻ֊ի գրադարանում։ 
Սեղմագիրը առաքված է 2026թ. հունիսի 12-ին:   

Մասնագիտական խորհրդի գիտական   

Քարտուղար, ֆիզ. մաթ. գիտ. դոկտոր, պրոֆեսոր     Մ. Ե. Հարությունյան 

The subject of the thesis has been approved in the Institute for Informatics and Automation 
Problems of NAS RA. 

Official opponents: Aleksanyan Ara Ananik 
   Nahapetyan Boris Sergey 

Hakopian Yuri Ruben 

Leading organization: Russian-Armenian University, Institute of Mathematics, 
Physics and High Technologies 

The defense of thesis will take place on the 14th of July 2026 at 14:00 in the Institute for 
Informatics and Automation Problems of NAS RA, during the session of the specialized council 
037 “Informatics”, address: 0014, Yerevan, P. Sevak str. 1.  

The thesis is available in library of IIAP of NAS RA. 
The abstract is sent on June 12, 2026. 

Scientific Secretary of the specialized council  

Doctor of Phys. Math. Sci., Professor  M. E. Haroutunian 



․ ․ ․ ․ ․

․

3



․

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 =  𝑧𝑛  (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑝

𝑥𝑚 + 𝑦𝑚 ≡ 𝑧𝑚  (mod 𝑝)

𝐴 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝑥 + 𝑦 ∉ 𝐴

𝑥 + 𝑦 = 𝑧 𝐴

․

[1, 𝑛]

𝑂(2𝑛/2)

(𝑛 + 1, 𝑛 +

2, . . . ,2𝑛) [1,2𝑛]
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(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑘+𝑙) (𝑘, 𝑙)

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘+𝑙) ∈ 𝐴1 ×. . .× 𝐴𝑘+𝑙 ,

𝑥1+. . . +𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1+. . . +𝑥𝑘+𝑙 ,

𝐴1 =. . . = 𝐴𝑘+𝑙 (𝑘, 𝑙)

𝑓 𝑔

𝑓 ± 𝑔

5
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𝐺 𝑛 ℝ ℂ

𝛾 ∶  𝐺 → ℂ

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺

|𝛾(𝑥)| = 1  և  𝛾(𝑥 + 𝑦) = 𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)։

𝐺 𝐺

Γ 𝛤

𝛾1 ⋆ 𝛾2(𝑥) = 𝛾1(𝑥)𝛾2(𝑥) 𝐺 𝛤

𝛾(𝑥) = 𝑒2𝜋𝜑(𝑥)𝑖 ,

𝜑 ∶  𝐺 → ℝ, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺

𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥 + 𝑦)։

𝑓 ∶  𝐺 → ℝ 𝑓 ̂: 𝛤 → ℂ
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𝑓(𝛾) = ∑𝑓

𝑥∈𝐺

(𝑥)𝛾(𝑥)։

𝑓, 𝑔 ∶  𝐺 → ℝ։

(𝑓 ∗ 𝑔 )(𝑥) = ∑𝑓(𝑦)𝑔(𝑥 − 𝑦)

𝑦∈𝐺

:

𝐴 𝐵 𝐺 𝐴(𝑥) 𝐵(𝑥)

𝐴 𝐵

(𝐴 ∗ 𝐵)(𝑥) (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵

𝑥 = 𝑎 + 𝑏,

𝑥 𝑎 𝑏

𝛿𝑥,𝑦

𝛿𝑥,𝑦 = {
1,    𝑥 = 𝑦 
0,   𝑥 ≠ 𝑦

։

𝐴 𝑥 + 𝑦 = 𝑧

𝐴

(𝐴, 𝐵, 𝐶) 𝑥 + 𝑦 = 𝑧

𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈  𝐵, 𝑧 ∈  𝐶

𝐴 ⊆ 𝐺 𝐴(𝑥) 𝐴

𝑥 + 𝑦 = 𝑧 𝐴

(𝐴 ∗ 𝐴)(𝑥) =  0, 𝑥 ∈  𝐴,

0 = ∑ 𝐴(𝑥)𝐴(𝑦)𝐴(𝑧)

𝑥,𝑦,𝑧∈𝐴,𝑥+𝑦=𝑧

= ∑ 𝐴(𝑥)𝐴(𝑦)𝐴(𝑧)𝛿𝑥+𝑦,𝑧
𝑥,𝑦,𝑧∈𝐺

:
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0 = ∑ 𝐴(𝑥)𝐴(𝑦)𝐴(𝑧)

𝑥,𝑦,𝑧∈𝐴,𝑥+𝑦=𝑧

=

= ∑ 𝐴(𝑥)𝐴(𝑦)𝐴(𝑧)𝛿𝑥+𝑦,𝑧
𝑥,𝑦,𝑧∈𝐺

=
1

𝑛
∑(𝐴̂(𝛾))

3

𝛾∈𝛤

։

∑(𝐴̂(𝛾))
3

𝛾∈𝛤

=  0:

𝛾 = 0 (𝐴̂(0))
3
 =  |𝐴|3

 𝛾 = 0

𝛾 ≠ 0

|𝐴|3:

․

𝐴 𝛾 ≠ 0

𝑚𝑎𝑥
𝛾≠0

|𝐴̂(𝛾)|  < 𝜀|𝐴| 𝐴

𝐴

𝛾 ≠ 0 𝐴  

  

 

 «
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𝐴 𝐵 𝐶 𝐺

𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝐶(𝑥) 𝐴, 𝐵, 𝐶

(𝐴, 𝐵, 𝐶) (𝐴, 𝐵, 𝐶)

(𝐴 ∗ 𝐵)(𝑥) =  0, 𝑥 ∈  𝐶,

0 = ∑ 𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)𝐶(𝑧)

𝑥∈ 𝐴,𝑦∈ 𝐵,𝑧∈ 𝐶,𝑥+𝑦=𝑧

= ∑ 𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)𝐶(𝑧)𝛿𝑥+𝑦,𝑧
𝑥,𝑦,𝑧∈𝐺

:

0 = ∑ 𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)𝐶(𝑧)

𝑥∈ 𝐴,𝑦∈ 𝐵,𝑧∈ 𝐶,𝑥+𝑦=𝑧

=

= ∑ 𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)𝐶(𝑧)𝛿𝑥+𝑦,𝑧
𝑥,𝑦,𝑧∈𝐺

=
1

𝑛
∑ 𝐴̂(𝛾)𝐵̂(𝛾)𝐶̂(𝛾)

𝛾∈𝛤

:

∑ 𝐴̂(𝛾)𝐵̂(𝛾)𝐶̂(𝛾)

𝛾∈𝛤

=  0:

𝛾 = 0

𝐴̂(0)𝐵̂(0)𝐶̂(0)  =  |𝐴||𝐵||𝐶|

𝛾 = 0

𝛾 ≠ 0

|𝐴||𝐵||𝐶|:

𝛾 ≠ 0

𝐴, 𝐵, 𝐶
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𝛾 ≠ 0

𝛾 = 0

 

․

𝐺 𝑛 𝛤 𝐺

𝐵(𝛤1, 𝛿) ⊆ 𝐺  

𝐵(𝛤1, 𝛿) = {𝑥 ∈ 𝐺 | ∀𝛾 ∈ 𝛤1, |1 − 𝛾(𝑥)| < 𝛿},

𝛤1 ⊆ 𝛤

 𝛿 ∈ (0,2]

 

  𝐵(𝛤1, 𝛿)

  

𝑥 + 𝐵(𝛤1, 𝛿) = {𝑥 + 𝑏| 𝑏 ∈ 𝐵(𝛤1, 𝛿)}:

 ( ․

․ ) 

11



12



−1 1

․, 

․

․

• 

13

https://epubs.siam.org/doi/10.1137/24M165569X#contrib1


• ․

• 

• 

• 
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• 

• 

 𝑓1 𝑓2

𝑓1 + 𝑓2 𝑓1 − 𝑓2

2𝑓1 − 𝑓2 2𝑓2 − 𝑓1

𝑚𝑓1 ± 𝑛𝑓2

𝑚 𝑛
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𝑓1 , 𝑓2 𝑓3

𝑓1 + 𝑓2

𝑓3

 

• 

• 

• 

• 

• 
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․

• 

․,

• 

․

• 

․,

• ․

․ ․ ․

• 

․

• 

․,

• 

․,

• 

․,

• 

․,

• 

․ ․

• 
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• ․

․ ․

․

• 

․

• 

․

• 

․

• 

․

• 

․
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𝐺 , 

𝑘 𝑙 𝑘 + 𝑙 ≥ 3

𝐴1, . . . , 𝐴𝑘+𝑙 𝐺 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑘+𝑙)

(𝑘, 𝑙) (𝑘, 𝑙)

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘+𝑙) ∈ 𝐴1 ×. . .× 𝐴𝑘+𝑙 ,

𝑥1+. . . +𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1+. . . +𝑥𝑘+𝑙 , (𝑘, 𝑙)

𝐺 𝑆𝐹𝐶𝑘,𝑙(𝐺)։

𝜚𝑘,𝑙(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥
(𝐴1,...,𝐴𝑘+𝑙)∈𝑆𝐹𝐶𝑘,𝑙(𝐺)

|𝐴1|+. . . +|𝐴𝑘+𝑙|.

(𝑘, 0)

(𝑘, 𝑙) [1, 𝑛]

𝐺 𝑛 𝑘 ≥ 3

𝑛 → ∞

log|𝑆𝐹𝐶𝑘,0(𝐺)| = 𝜚𝑘,0(𝐺) + 𝑜‾(𝑛)։

𝑘 𝑙

𝑘 + 𝑙 ≥ 3 𝑛 → ∞

log|𝑆𝐹𝐶𝑘,𝑙([1, 𝑛])| = 𝜚𝑘,𝑙([1, 𝑛]) + 𝑜‾(𝑛)։
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(𝐴1, . . . , 𝐴𝑘) ∈ 𝑆𝐹𝐶𝑘,0(𝐺)

𝜚𝑘,0(𝐺)

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} 𝑥 ∈ 𝐺 \ 𝐴𝑖

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑖−1, 𝐴𝑖 ∪ {𝑥}, 𝐴𝑖+1, . . . , 𝐴𝑘) ∉ 𝑆𝐹𝐶𝑘,0(𝐺)։

𝜚𝑘,0(𝐺)

𝑘

․

𝜚𝑘,0(ℤ𝑑) ℤ𝑑

𝑝

𝜚𝑘,0(ℤ𝑝) = 𝑝 + 𝑘 − 2։

𝑛

𝜚𝑘,0(ℤ𝑛) = 𝑛 +
𝑛

𝑝
(𝑘 − 2),

𝑝-ն 𝑛

𝜚𝑘,0(𝐺) 𝐺

𝐺-ն 𝑛 𝜈

𝑛 +
𝑛

𝑝1
(𝑘 − 2) = 𝑚𝑎𝑥

𝑑|𝜈
(
𝑛

𝑑
(𝑑 + 𝑘 − 2)) ≤ 𝜚𝑘,0(𝐺) ≤

≤ 𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝑛

(
𝑛

𝑑
(𝑑 + 𝑘 − 2)) = 𝑛 +

𝑛

𝑝2
(𝑘 − 2),

𝑝1 𝜈 𝑝2-ը 𝑛

𝑘
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𝑘 ≥ 2, ℤ𝑝

(𝐴1, … , 𝐴𝑘) 𝑘 ℤ𝑝

|𝐴𝑖| = 1;

𝐴𝑖 = −(𝐴1+. . . +𝐴𝑖−1 + 𝐴𝑖+1+. . . +𝐴𝑘);

𝐴𝑖 1

𝑖 = 1, . . . , 𝑘

𝑘 ≥ 2, 𝑝 𝑛

𝐻 𝑛/𝑝 ℤ𝑛 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑘)

𝑘 ℤ𝑛

|𝐴𝑖| = 𝑛/𝑝 𝐴𝑖 𝐻

𝐴𝑖 𝐻

ℤ𝑝

𝐴𝑖/𝐻 = −(𝐴1/𝐻+. . . +𝐴𝑖−1/𝐻 + 𝐴𝑖+1/𝐻+. . . +𝐴𝑘/𝐻);

𝐴𝑖 𝐻

ℤ𝑝

1

𝑖 = 1, . . . , 𝑘։

𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 𝐺 ℤ𝑛

𝑘

𝑃𝑘(ℤ𝑛)

𝛼𝑘(ℤ𝑛) = 𝑚𝑎𝑥
(𝐴1,...,𝐴𝑘)∈𝑃𝑘(ℤ𝑛)

(|𝐴1|+. . . +|𝐴𝑘|)։
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𝛼𝑘(ℤ𝑑)  

𝑘 ≥ 2 𝑛

𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝑛

(
𝑛

𝑑
𝛼𝑘(ℤ𝑑)) = 𝑛 +

𝑛

𝑝
(𝑘 − 2),

𝑝 𝑛

𝑘

․ 𝐺

𝑘 𝑘 𝐺

𝐻 𝐺 𝜓𝐺,𝐺/𝐻: 𝐺 → 𝐺/𝐻

A ⊆ G 𝐴/𝐻 𝐺/𝐻

ψG,𝐺/𝐻(A) 𝑘

𝐺 𝑆𝐹𝐶𝑀𝑘(𝐺)։

․  ․ (𝐴1 , … , 𝐴𝑘)

𝑘 𝐺 𝐻 = 𝐻(𝐴1+. . . +𝐴𝑘)

𝐴1+. . . +𝐴𝑘

i. (𝐴1 +𝐻)+. . . +(𝐴𝑘 +𝐻) = 𝐴1+. . . +𝐴𝑘; 

 (𝐴1 +𝐻, . . . , 𝐴𝑘 + 𝐻) ∈ 𝑆𝐹𝐶𝑀𝑘(𝐺);

 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑖−1, 𝐴𝑖 + 𝐻, 𝐴𝑖+1, . . . , 𝐴𝑘) ∈ 𝑆𝐹𝐶𝑀𝑘(𝐺), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘

 𝐴𝑖 +𝐻 = 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

 𝐻(𝐴𝑖) = 𝐻 𝐻(𝐴𝑖) 𝐴𝑖 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

 𝐴𝑖 𝐻 ;

 (𝐴1/𝐻, . . . , 𝐴𝑘/𝐻) ∈ 𝑆𝐹𝐶𝑀𝑘(𝐺/𝐻)։
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․ ․ 𝐺 𝑛 (𝐴1 , . . . , 𝐴𝑘)

𝑘 𝐺

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) ∈ 𝐴1 ×. . .× 𝐴𝑘

(𝐴1 − 𝑎1)+. . . +(𝐴𝑘 − 𝑎𝑘)

𝐺

  |𝐴1|+. . . +|𝐴𝑘| > 𝑛/2 + (𝑘 − 2)𝑛/𝑝, 

𝑝 𝑛 𝐺

𝐻

𝐴𝑖 + 𝐻 = 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

𝐺/𝐻

(𝐴1/𝐻, . . . , 𝐴𝑘/𝐻) 𝑘

𝐺/𝐻

𝐺 𝑘 𝑙

𝑘 + 𝑙 ≥ 3

𝐴 ⊆ 𝐺 (𝑘, 𝑙) (𝑘, 𝑙)

𝑥1+. . . +𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1+. . . +𝑥𝑘+𝑙 (1)

𝐴 (𝑘, 𝑙) 𝐺

𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙(𝐺)

𝜆𝑘,𝑙(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥
𝐴∈𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙(𝐺)

|𝐴|։

(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)
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𝐺 𝑛 𝑘 𝑙

𝑘 + 𝑙 ≥ 3

𝑛 → ∞

log|𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙(𝐺)| = 𝜆𝑘,𝑙(𝐺) + 𝑜‾(𝑛)։

𝑘 𝑙

𝑘 + 𝑙 ≥ 3 𝑛 → ∞

log|𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙([1, 𝑛])| = 𝜆𝑘,𝑙([1, 𝑛]) + 𝑜‾(𝑛)։

(𝑘, 𝑙) (𝑘, 𝑙)

𝜇𝑘,𝑙(𝑑) [1, gcd(𝑑, 𝑘 − 𝑙)]

ℎ ∈ ℤ𝑑\{0}

1 + 𝑙 ⌊
𝑑 − 1 − 𝜇𝑘,𝑙(𝑑)

𝑘 + 𝑙
⌋ ≤ (𝑘 − 𝑙)ℎ ≤ 𝑑 − 1 − 𝑘 ⌊

𝑑 − 1 − 𝜇𝑘,𝑙(𝑑)

𝑘 + 𝑙
⌋ ։

𝑘 𝑙

𝑛

𝜆𝑘,𝑙(ℤ𝑛) = 𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝑛

{(⌊
𝑑 − 1 − 𝜇𝑘,𝑙(𝑑)

𝑘 + 𝑙
⌋ + 1)

𝑛

𝑑
} ։

𝐺 𝑛 𝜈

𝑘 𝑙

𝑘 + 𝑙 ≥ 3 𝜈

𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝜈

{(⌊
𝑑 − 1 − 𝜇𝑘,𝑙(𝑑)

𝑘 + 𝑙
⌋ + 1)

𝑛

𝑑
} ≤ 𝜆𝑘,𝑙(𝐺) ≤ 𝑚𝑎𝑥

𝑑|𝑛
{(⌊
𝑑 − 2

𝑘 + 𝑙
⌋ + 1)

𝑛

𝑑
} ։
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𝐴 ∈ 𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙(𝐺) 𝑥 ∈ 𝐺 \ 𝐴

𝐴 ∪ {𝑥} ∉ 𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙(𝐺) 𝑆𝐹𝑆𝑘,𝑙(𝐺)

𝑆𝐹𝑀𝑘,𝑙(𝐺) 𝐴 ∈ 𝑆𝐹𝑀𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

𝐴 ∈ 𝑆𝐹𝑀𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

|𝐴| ≥
𝑛 + 1 − 𝜀(𝑛)

𝑘 + 𝑙

gcd(𝑛, 𝑘 − 𝑙) = 1

𝜀(𝑛) = {
0, եթե 𝑛 զույգ է;
1, եթե 𝑛 կենտ է։

ℤ𝑛 (𝑘, 𝑙)

𝑃𝐹𝑘,𝑙(ℤ𝑛)։ 𝐴 ∈ 𝑃𝐹𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

𝑥 ∈ ℤ𝑛\ 𝐴 𝐴 ∪ {𝑥} ∉ 𝑃𝐹𝑘,𝑙(ℤ𝑛) 𝑃𝐹𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

𝑃𝐹𝑀𝑘,𝑙(ℤ𝑛)։

𝑃𝐹𝑘,𝑙(ℤ𝑛) ℤ𝑛

ℤ𝑛

𝑃𝐹𝑁𝑘,𝑙(ℤ𝑛)։ 𝑃𝐹𝑃𝑘,𝑙(ℤ𝑛) = 𝑃𝐹𝑘,𝑙(ℤ𝑛) \ 𝑃𝐹𝑁𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

𝛾𝑘,𝑙(ℤ𝑛) = 𝑚𝑎𝑥
𝐴∈𝑃𝐹𝑃𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

|𝐴|,

𝑃𝐹𝑃𝐸𝑘,𝑙(ℤ𝑛) = {𝐴 ∈ 𝑃𝐹𝑃𝑘,𝑙(ℤ𝑛) ∣∣ |𝐴| = 𝛾𝑘,𝑙(ℤ𝑛) }։

𝑘 𝑙

𝑘 + 𝑙 ≥ 3 gcd(𝑛, 𝑘 − 𝑙) = 1։

𝐴 ∈ 𝑆𝐹𝑀𝑘,𝑙(ℤ𝑛)

(𝑘 + 𝑙)|𝐴| ≥ 𝑛 + 1 − 𝜀(𝑛)

𝑛
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 𝐻 𝑑 − 1 𝐻 ℤ𝑛

|𝐻| = 𝑛/𝑑, 𝑑 𝑛

2 ≤ 𝑑 ≤ 𝑘 + 𝑙 − 1;

 𝛷−1ℤ𝑛,ℤ𝑛/𝐻(𝐶) 𝐻 ℤ𝑛

|ℤ𝑛/𝐻| ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 (𝑘 + 𝑙)), 𝑟 ∈ {2, . . . , 𝑘 + 𝑙 − 1}, |ℤ𝑛/𝐻| ≥ 𝑘 + 𝑙 + 2,

𝐶 𝑃𝐹𝑃𝐸𝑘,𝑙(ℤ𝑛/𝐻)

𝑛

 𝐻 𝑑 − 1 𝐻 ℤ𝑛

|𝐻| = 𝑛/𝑑, 𝑑 𝑛

3 ≤ 𝑑 ≤ 𝑘 + 𝑙

 𝛷−1ℤ𝑛,ℤ𝑛/𝐻(𝐶) 𝐻 ℤ𝑛

|ℤ𝑛/𝐻| ≠ 1 (𝑚𝑜𝑑 (𝑘 + 𝑙)), |ℤ𝑛/𝐻| ≥ 𝑘 + 𝑙 + 2, 𝐶 𝑃𝐹𝑃𝐸𝑘,𝑙(ℤ𝑛/𝐻)

𝛷ℤ𝑛,ℤ𝑛/𝐻: ℤ𝑛 → ℤ𝑛/𝐻

𝑙 = 0

𝑙 = 0 𝐺 𝑘 ≥ 3

𝐴 ∈ 𝑆𝐹𝑆𝑘,0(𝐺) 𝑘 𝑘

𝐺 𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺) 𝐴 ∈ 𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺)

𝑥 ∈ 𝐺\𝐴

𝐴 ∪ {𝑥} ∉ 𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺)

𝜆𝑘(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥
𝐴∈𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺)

|𝐴|։

․ 𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺)

𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺) 𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺)

𝐴 ∈ 𝑍𝐹𝑆𝑘(𝐺) |𝐴| = 𝜆𝑘(𝐺) 𝑍𝐹𝐸𝑘(𝐺)

 
𝑘 ≥ 3 𝐺

𝐴 ∈ 𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺)
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𝑘(𝐴 + 𝐻(𝑘𝐴)) = 𝑘𝐴;

𝐴 + 𝐻(𝑘𝐴) ∈ 𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺);

𝐴 + 𝐻(𝑘𝐴) = 𝐴;

𝐻(𝐴) = 𝐻(𝑘𝐴);

𝐴 𝐻(𝑘𝐴) ;

𝐴/𝐻(𝑘𝐴) ∈ 𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺/𝐻(𝑘𝐴))։

𝑘 ≥ 3 𝐺

𝐴 ∈ 𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺) |𝐴| = 1 𝐺

𝑘 ≥ 3 𝐺

𝐴 ∈ 𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺) 𝑘|𝐴| ≥ |𝐺| + 1, 𝐺 𝐻

𝐴 + 𝐻 = 𝐴;

𝐴/𝐻 ∈ 𝑍𝐹𝑀𝑘(𝐺/𝐻);

𝐴/𝐻

𝐺/𝐻

ℤ𝑛 𝑘

𝑃𝑘(ℤ𝑛)

𝛼𝑘(ℤ𝑛) = 𝑚𝑎𝑥
𝐴∈𝑃𝑘(ℤ𝑛)

|𝐴|։

𝑘 ≥ 3 𝑛

𝛼𝑘(ℤ𝑛) = 𝑚𝑎𝑥 (
𝑛

𝑟
, ⌊
𝑛 − 1 − 𝑥

𝑘
⌋ + 1),

𝑟 𝑛 𝑘 𝑟 𝑥 [1, 𝛿(𝑛)]

𝑎(𝑥) ∈ ℤ𝑛\{0}

1 ≤ 𝑘𝑎(𝑥) ≤ 𝑛 − 1 − 𝑘 ⌊
𝑛 − 1 − 𝑥

𝑘
⌋ ։
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𝑘 ≥ 3 𝐺 𝑛 𝜈

𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝜈

{𝛼𝑘(ℤ𝑑)
𝑛

𝑑
} ≤ 𝜆𝑘(𝐺) ≤ 𝑚𝑎𝑥 (

𝑛

𝑘
,𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝜈

{𝛼𝑘(ℤ𝑑)
𝑛

𝑑
}) ։

𝑘 ≥ 3 𝛿(𝑛) = 1։

𝜆𝑘(ℤ𝑛) = 𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝑛

{(⌊
𝑑 − 2

𝑘
⌋ + 1)

𝑛

𝑑
} ։

𝑘 ≥ 3 𝐺 𝑛 𝜈

𝜈 𝑑0

𝑑0 ∉ {1,… , 𝑥(𝑑0)} (𝑚𝑜𝑑 𝑘)

𝜆𝑘(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥
𝑑|𝜈

{𝛼𝑘(ℤ𝑑)
𝑛

𝑑
} = 𝑚𝑎𝑥

𝑑|𝜈
{(⌊

𝑑 − 1 − 𝑥(𝑑)

𝑘
⌋ + 1)

𝑛

𝑑
},

𝑥(𝑑) [1, 𝛿(𝑑)]

𝑎(𝑥) ∈ ℤ𝑑\{0}

1 ≤ 𝑘𝑎(𝑥) ≤ 𝑑 − 1 − 𝑘 ⌊
𝑑 − 1 − 𝑥(𝑑)

𝑘
⌋ ։

𝑘 𝑙

𝐺 𝐴 (𝑘, 𝑙)

𝐵 ⊆ 𝐺

𝐴 = 𝐵+. . . +𝐵⏟      
𝑘

− 𝐵−. . . −𝐵⏟      
𝑙

(𝑘, 𝑙) 𝐺 𝑆𝑆𝑆𝑘,𝑙(𝐺)

(𝑘, 𝑘) (2𝑘, 0)

(𝑘, 𝑘) (𝑘, 0)

(2,0)

․
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(𝑘, 𝑘) (2𝑘, 0)

𝐷(𝐺) 𝐺

𝑘 𝐺 𝑛 𝜈

𝜈 > 24𝑘 − 7

𝑐 = 𝑐(𝑘) 𝜈 > 24𝑘 − 7 𝑛 → ∞

𝑐2𝜈/(6𝑘−2) ≤ |𝑆𝑆𝑆𝑘,𝑘(𝐺)| ≤ 2
𝑛/3+𝐷(𝐺)/3+𝑜‾(𝑛)։

𝑘 ≥ 2 իսկ 𝐺 𝑛

𝜈 𝜈 > 4𝑘 − 3։ 

𝑐 = 𝑐(𝑘) 𝜈 > 4𝑘 − 3 𝑛 → ∞

|𝑆𝑆𝑆2𝑘,0(𝐺)| ≤ 2
𝑛/3+𝐷(𝐺)/3+𝑜‾(𝑛)

𝑐2𝜈/(2𝑘−1) ≤ |𝑆𝑆𝑆𝑘,0(𝐺)|։

𝜑(𝑛)

𝐺 𝑛 𝜈

𝑛, 𝜈 → ∞

𝜈𝜑(𝜈)2𝜈/3 ≤ |𝑆𝑆𝑆2,0(𝐺)| ≤ 2
𝑛/3+𝐷(𝐺)/3+𝑜‾(𝑛)։

𝐺 𝑛 𝑘 ≥ 2

𝐺 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘

𝐴1+. . . +𝐴𝑘 = {𝑎1+. . . +𝑎𝑘 ∣∣ 𝑎1 ∈ 𝐴1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴𝑘 }։

𝐺 𝑘

𝑘

𝐺 𝑛 𝜈 𝑘 ≥ 2

𝐴1, … , 𝐴𝑘 𝐺
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(𝐴1, . . . , 𝐴𝑘) 𝛼 𝐴𝑖

|𝐴𝑖| ≥ 𝛼, 

|𝐴1+. . . +𝐴𝑖−1 + 𝐴𝑖+1+. . . +𝐴𝑘| ≥ 𝛼,

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}։ 

𝐴1+. . . +𝐴𝑘 (𝐴1 , . . . , 𝐴𝑘)

𝛼 𝑆𝑆𝐷𝑘(𝐺, 𝛼)

𝛼(𝑛) = ((log𝑛)−1/16 + (log𝑛)−1/8)𝑛։

𝑘

|𝑆𝑆𝐷𝑘(𝐺, 𝑜‾(𝜈))|

|𝑆𝑆𝐷𝑘(𝐺, 𝛼(𝑛))|

𝐺 𝑛 𝜈

𝑘 ≥ 2 𝑛, 𝜈 → ∞

2𝜈/2+𝑜‾(𝜈) ≤ |𝑆𝑆𝐷𝑘(𝐺, 𝑜‾(𝜈))|,

|𝑆𝑆𝐷𝑘(𝐺, 𝛼(𝑛))| ≤ 2
𝑛/2+𝐷(𝐺)/2+𝑜‾(𝑛)։

𝑘
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• 

−1 1

• (𝑘, 0) (𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 0)

• (𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

(𝑘, 𝑙)

• (𝑘, 𝑘) (2𝑘, 0) (𝑘, 0)

𝑘

• 
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   𝑘  

 

   (𝑘, 𝑙)  
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   (𝑘, 𝑙)
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   (𝑘, 𝑙)

  

    

 

  

 

 

    

 

   (𝑘, 𝑙)  

 

    

 

    

 

      

   

 

      

 

     𝑘

 

 

     𝑘  
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     (𝑘, 𝑙)
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 (𝑘, 𝑙)
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𝑓 𝑔

𝑓 ± 𝑔
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𝑓 𝑔

𝑓 ± 𝑔
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